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Le probléme des rencontres

Aujourd’hui, il s'agit de calculer la probabilité qu’une
permutation prise au hasard n’ait pas de point fixe.

Mais a I'époque on formulait les choses un peu différemment...
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Figure — Pierre Remond de Montmort, Essay d’analyse sur les jeux de
hazard, premiére édition de 1708
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EXPLICATION DU JET.

Es Joueurs tirent d'abord dqui aura la main. Suppo-
Lﬁms que ce foit Pierre, & que le nombre des Joucurs
oit tel qu'on voudra. Pierre ayanc un jeu entier compofé
de cinquante - deux cartes mélées 4 diferetion , les sre
Yune apres 'auere. Nommane & Pmmn?nnr un lorfqu'il
tire la premicre carte, deux lorfquiil tire afccomlie‘ trois
lorfqu’il tire la troifiéme,, & ainfi de fuice jufqu'a la erei-
ziéme qui elt un Roy. Alors fi dans roure cetre fuire de
cartes il n'en a tiré aucune felon le rang qu'il les a nom-
mées, il paye ce que chacun des ]]uul:urs amis an jeu, &
cede la main & celui qui le fuie 4 Ta droice,

Mais s'il lui arrive dans la fuice des treize cartes, de tirer
1a carte qu'il nomme, par exemple de tirer un as dans ‘le
temps qu'il nomme un, ou un deux dans le remps qu'il
nomme deux , ou un crofss dans le cemps qu'il nomme
trois, &c. il prend tout ce qui eft au jen, & recommence
comme auparavane , nommant un, enfuite deux, &e,

L'avantage eft fore confiderable 4 ce Jeu en faveur de
celui qui a la main,, & ceux qui le jouent fouvent peuvent
s'en arpercevoir par pratique ; mais il eft extrémement
difficile de déterminer cet avantage : I'Analyfe y pourroit
conduire , mais cette route {eroit extrémement ongue,
& je trouve qu'il faudroit refoudre plus de mille ég:ﬁirc’s
pour déterminer tous les cas pofibles de ce Jeu. Onen
pourroit plucdr efperer la folution en confiderant tous
les arrangemens poflibles des cinquante-deux cartes , &
découvrant comme I'on a fair pourle Pharaon, & comme
T'on fera dans le Probléme fuivant pour le jeu de la Baf
fette, quelque loi uniforme,, qui des cas fimples conduife ~
a des cas plus compofés , & fournifle ainfi une folution

enerale. Je ne donnerai point ici la folution de ce Pro-

léme,, mais en ( place en voici deux quiy ont beaucoup
de rapore, & dont la folution pourra faciliter celle du jeu
du Treize 4 ceux d’entre mes Lecteurs qui voudront f¢
donner Ja peine d’en faire la recherche.

Explication du jeu du treize



Les jouers tirent d'abord a qui aura la main. Supposons
que ce soit Pierre, et que le nombre de jouers soit tel qu'on
voudra. Pierre ayant un jeu entier composé de cinquante-
deux cartes mélées a discrétion, les tire I'une aprés 'autre.
Nommant et pronongant un lorsqu'il tire la premiére carte,
deux lorsqu'il tire la seconde, trois lorsqu’il tire la troisiéme,
et ainsi de suite jusqu'a la treizieme qui est un roi. Alors
si dans toute cette suite de cartes il n'en a tiré aucune
selon le rang qu’'il les a nommées, il paye ce que chacun
des jouers a mis au jeu, et céde la main a celui qui le suit a
la droite. Mais s'il lui arrive dans la suite des treize cartes,
de tirer la carte qu'il nomme, par exemple de tirer un as
dans le temps qu'il nomme un, ou un deux dans le temps
qu'il nomme deux, ou un temps dans le temps qu'il nomme
trois, etc. il prend tout ce qui est au jeu, et recommence
comme auparavant, nommant un, ensuite deux, etc.



PROBLEME,
PROPOSITION ¥VIIL

Dierre @ wn certain nombre de cartes differentes qui ne font point
< repesées, @ qui font moldes & diferotion : il pavie contre Daul
que $'il les vire de fuite | & ga’il les nomme felon Povdre des
cartes, on commencant o par la plus hante, on par Lz pivs
affe , il lui arvivera ax moins une fois de tirer celle quil
nemmera, Par exemple Pigtre ayant en mam guatre cartes,

- PrROPLEME

fiavoir un a8 , un dewx: , un trois & un quatre mblées & dif-
Cretion , parie que les tirant de fuite, & nommant un lorf~
gu'il tirera Lz premiere , deux lorfqu'il. tirera la feconde,
trois lorfqu'il tirera la troifiéme , il lui arrivera on de tirer
un as lorfq'il mommera wn , ou de tirer un deux quand il
nommera deux , on de tirer un trois quand il nommera tr0is
ou de tirer un quatre quand il nommera quatre. Soit conge
L méme chofe de tout autre nombre de cartes. On demande
quel of le fort ou Defperance de Pierre pour tel nombre de
cartes que ce puifle étre depuss deux jufqu'a treize.

SOLUTION.

Un probleme plus simple...



Pierre a un certain nombre de cartes différentes qui ne sont
point répétées, et qui sont mélées a discrétion : il parie
contre Paul que s'il les tire de suite, et qu'il les nomme
selon l'ordre des cartes, en commencant ou par la plus
haute, ou par la plus basse, il lui arrivera au moins une fois
de tirer celle qu'il nommera. Par exemple, Pierre ayant en
main quatre cartes [...[] Soit congu la méme chose de tout
autre nombre de cartes. On demande quel est le sort ou
I'espérance de Pierre pour tel nombre de cartes que
ce puisse étre depuis deux jusqu’a treize.



Théoreme (Montmort, Bernoulli)

Soient n > 1 et k > 0 des entiers. La probabilité qu’'une
permutation o € S, ait k points fixes est égale a

1 .
H’{O’ € S, | |[Fix(o)| = —

En particulier,

. {o € S, | |Fix(o)| = k}| 11
lim = ——.
n—+o00 n! kle




Démonstration

Soit Dy, le nombre de dérangements dans S,,, c'est-a-dire des
permutations sans point fixe. Alors

o & S, | Fix(o)l = K} = () On-

et il suffit de calculer D,_.



Posons Aj = {o € S, | o(i) =i} pour i =1,..., m. Alors, par le
principe d'inclusion-exclusion

Din = |Sml = | A
i=1

m
=ml = JAl+ > JANA---
i=1

1<i<j<m

:m!—m(m—l)!+<'2">(m—2)!—---

:m!z(j!)l.
j=0




En mettant tout ensemble,

1 . 1 /n
2o € S, Fix(o)l = k) = 1) Ono

1 o (-1
Qo= Sy

ce qu'il fallait démontrer



f A R g T A A AN Y e e
qui fe trouvent dans le numerateur & dans le dénomina-

teur fe déeruifants, il refte pour expreflion du forcde Pierre

-1 A I it I
cetee fuite tres ﬁmple%—ﬁ: i3 i 23 Toditikis

+ &c. ( ces points font ici & feront dans la

I
o avaia a6
fuite la marque de produits).

Si 'on forme une locarithmique dont la foutangente

Figure — La solution chez Montmort : la probabilité que Pierre gagne au
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D’un point de vue plus moderne, on formulerait I'énoncé limite
dans le probleme des rencontres comme suit :

Théoreme

Soit (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires avec X,
uniformément distribuée dans S,,. Alors, lorsque n — 400, on a
convergence en loi

|Fix(X,)| — Pois(1),

ot Pois(\) est la loi de Poisson de paramétre X (qui donne
probabilité Xre™ & chaque entier k > 0).



Racines modulo p d'un polynome

Soit f € Z[X] un polynéme a coefficients entiers.

Pour chaque nombre premier p, on peut réduire f modulo p et
compter le nombre des racines dans

Z/pZ = {[0 [1]...... [p - 1]}.

On le note

Ne(p) = |[{0 < x < p— 1| p divise f(x)}|.



Par exemple, prenons f = X* — X — 1. Ses premigres valeurs sont :

xt—x—1

-1
-1
13
7x11
251
619
1289
2393
61 x 67
6551
7 x 1427
14629
17 x 23 x 53

P oo~ rwWN R OX

[
N



En regardant la table, on trouve les valeurs

p |2 3 5 7 11 13 17 19
Ne(p)|O O 0 1 1 1 2 0

En fait, parmi les 1000 premiers nombres premiers, on trouve

375 fois la valeur N¢(p) =0 375/1000 ~ 3/8
337 fois la valeur N¢(p) =1 337/1000 ~ 1/3
253 fois la valeur N¢(p) =2 253/1000 ~ 1/4

35 fois la valeur N¢(p) = 4 35/1000 ~ 1/24



Un théoreme de Kronecker (1880)

Soit f € Z[X] un polyndme a coefficients entiers de degré n.

Si f est irréductible, c’est-a-dire n'est pas un produit de polyndmes
de degré > 1, alors f a exactement n racines complexes

a1, ...,0n.

En général, il n'y a pas de maniére canonique d’en faire la liste et
on est amené a considérer les permutations de {ag, ..., an}.

Une permutation o € S, ne préserve pas nécessairement les
relations algébriques entre les racines, c'est-a-dire les expressions

Qag,...,an) =0

ol Q € Z[Ty,..., Ty] est un polyndme en n variables.



Le groupe de Galois de f est le sous-ensemble G C S, formé des
permutations o telles que, pour tout Q € Z[T1,..., T,], on ait

Qla,...,ap) =0= Q(o(cv1),...,0(an)) =0.
Par exemple, les racines de

CX5-1

f
X—-1

=X+ X3+ X2+ X+1

sont les 4 racines primitives cinquiemes de 'unité

20m g
Q = €5 k=1,...,4

et la relation algébrique ay = o/l‘ est seulement préservée par les
permutations engendrées par le 4-cycle (1243).



Théoreme (Kronecker, 1880)

Soit f € Z[X] un polynéme irréductible de degré n avec groupe de
Galois G. Pour chaque entier k > 0, on a

- Up < T premier | Ne(p) = K}| _ |{o € G | [Fix(o)| = k)|
T—+00 {p < T premier}| |G|

Par exemple, le polyndme f = X* — X — 1 a groupe de Galois S4
et on trouve la limite

o HP S TIN(p) =1}
m
T—+o0 H{p < T}




0BER DIE IRREDUCTIBILITAT VON GLEICHUNGEN a7

Meeinen besonderen Affect besitzt, so resultirt, indem man sich die Gleichung
ffar eine lineare Function von & Wurzeln gebildet denkt, die Helation

i

SHE—1) - F—A+1)D,=1,

wnd diese ergiebt far die Dichtigkeit I), den Werth

1 opl=1
I .2 M
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wwelcher for grosse Werthe von » und relativ kleine von & nahezn gleich
Y-+ wird, und die Saomme

T

=
wird eben wieder gleich 1. Dagegen wird die Gesammidichtigkeit der Prim-
itheiler einer irreductibeln Function Fix), die gleich Null gesetzt eine all-
jgemeing Gleichung reprasentirt, fiir grossere Werthe des Grades » nabezu

((1—7) also etwa .

Figure — Leopold Kronecker, Sur l'irréductibilité des équations, 1880



Si on avait fait nos expériences pour le polynéme
F=X*—Xx%-1,

on aurait trouvé les statistiques

633 fois la valeur N¢(p) =0 633/1000 ~ 5/8
251 fois la valeur N¢(p) =2 251/1000 ~ 1/4
116 fois la valeur N¢(p) = 4 116/1000 ~ 1/8,

ce qui suggere que le groupe de Galois G C 54 est d'ordre 8 au lieu
de 24 (et en effet c'est le groupe Dg des symétries du carré!).



Pseudopolynémes

Si f € Z[X] est un polyndme a coefficients entiers, alors pour tous
entiersn>0etd>1

f(n+ d) — f(n) est divisible par d.
En effet, il suffit de le démontrer pour f = Xk, auquel cas
(n+ d)k _pk = zk: </f>nk—jdj
=Y

par la formule du bindme. Au fond, c'est la raison pour laquelle la
réduction modulo p d’un polyndme est bien définie...



Cette propriété ne caractérise pas les polyndmes...

Définition (Hall, 1971)

Un pseudopolynéme est une suite (a,)n>0 de nombres entiers telle
que d divise ap.q — an pour tous entiersn > 0 et d > 1.

Il existe une infinité non dénombrable de pseudopolynémes qui ne
proviennent pas de polynémes.



Pour en construire, on considére des suites de la forme

an = Zn: (Z) by

k=0

ou (bp)n>0 est une suite d'entiers avec la propriété

ppem(1, ..., n) divise bp.

Hall démontre que (a,)n>0 est alors un pseudopolyndme qui
provient d'un polyndme si et seulement si b, = 0 pour n grand.

Par exemple, pour b, = n!, on trouve

n
1
an = n!zm = |en!|
k=0 "

(la deuxieéme égalité est seulement vraie pour n > 1).



Grace aux propriétés de congruence, le nombre de racines modulo
p d'un pseudopolyndme f(n) = a, est bien défini :

Ne(p) ={0<n<p—1| pdivise ap}|.

Par exemple, pour notre pseudopolynéme favori :

|en!|
1
2
5
24
5x 13
2 x 163
19 x 103
22 x 52 x 137
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Conjecture (Kowalski-Soundararajan)
Soit f(n) = |en!|. Pour chaque entier k > 0, on a la limite
(o< TINep) =Kk} _ 11

li ——.
T [{p< TH ke
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Par la méthode des moments, pour démontrer la convergence en
loi |Fix(Xp)| — Pois(1), il suffit de démontrer la convergence des
suites des moments : pour tout k > 1,

>k

. 1 . 1 r
Jm o 2 Fix@)f =23

oc€Sy r=0



Le c6té gauche a une interprétation en termes des représentations
du groupe symétrique S,,. Une représentation est un espace
vectoriel complexe de dimension finie V' muni d’endomorphismes

vo: V. — V. un pour chaque o € S,
qui satisfont a v r = Y, 0 ©r et g = Idy.
Par exemple, V = C", avec les matrices de permutation
Po(ei) = es(i)-
On I'appelle la représentation standard et on la note Std.

V = C avec tous les endomorphismes ¢, = Idy,. On I'appelle la
représentation triviale et on la note 1.



Pour une représentation V/, on peut chercher des sous-espaces
vectoriels W C V stables sous les endomorphismes .

Par exemple, la droite e; + -+ -+ e, C C" est stable sous les
matrices de permutation ¢, qui y agissent trivialement :

Goler ot en) = e+t ey = 1+ +en

On dit que Std contient une copie de la représentation triviale 1.
Plus est vrai : il existe un supplémentaire qui est aussi stable sous
les endomorphismes .



Pour chaque k > 1, I'espace vectoriel (C")®* est de dimension n

une base étant donnée par
e ¥ Qe (il,...,ikE{l,...,n}).
On définit une représentation de S, en posant :

@U(eil X eik) = SOU(eil) X ® @U(efk)
= Go(in) @ © (i)

On la note Std®*.

Proposition

1 :
=3 Fix(o)l*

’ O'ESn

est égal & la multiplicité de 1 dans la représentation Std®¥.

k



La suite dans le co6té droit
1 o rk
e}
r=0

est célebre en combinatoire sous le nom de nombres de Bell.
C'est le nombre de partitions d'un ensemble a k éléments :

1,2,5,15,52, 203,877, 4140, 21147, . ..

Explication : les deux suites satisfont aux mémes relations de
récurrence ¢g = 1 et

n
n
=3 ()

(Exercice!)



Pour une variable t, il n'existe pas de groupe symétrique S;.
Cependant, Deligne et Knop (2007) définissent ce que devraient
étre les représentations de S;. Lorsque t est un entier n > 1, on
retrouve a peu de choses prés les représentations de S,. Parmi ces
représentations, il y a une représentation standard Std; et une
représentation triviale 1;, et on peut démontrer I'égalité

1o rk

= LI = multiplicité de 1, dans Std®*.

e r!

Question
Le pseudopolynéme f(n) = |en!| a-t-il “groupe de Galois” S; ?



