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Le problème des rencontres

Aujourd’hui, il s’agit de calculer la probabilité qu’une
permutation prise au hasard n’ait pas de point fixe.

Mais à l’époque on formulait les choses un peu différemment...



Figure – Pierre Remond de Montmort, Essay d’analyse sur les jeux de
hazard, première édition de 1708





Explication du jeu du treize



Les jouers tirent d’abord à qui aura la main. Supposons
que ce soit Pierre, et que le nombre de jouers soit tel qu’on
voudra. Pierre ayant un jeu entier composé de cinquante-
deux cartes mêlées à discrétion, les tire l’une après l’autre.
Nommant et prononçant un lorsqu’il tire la première carte,
deux lorsqu’il tire la seconde, trois lorsqu’il tire la troisième,
et ainsi de suite jusqu’à la treizième qui est un roi. Alors
si dans toute cette suite de cartes il n’en a tiré aucune
selon le rang qu’il les a nommées, il paye ce que chacun
des jouers a mis au jeu, et cède la main à celui qui le suit à
la droite. Mais s’il lui arrive dans la suite des treize cartes,
de tirer la carte qu’il nomme, par exemple de tirer un as
dans le temps qu’il nomme un, ou un deux dans le temps
qu’il nomme deux, ou un temps dans le temps qu’il nomme
trois, etc. il prend tout ce qui est au jeu, et recommence
comme auparavant, nommant un, ensuite deux, etc.



Un problème plus simple...



Pierre a un certain nombre de cartes différentes qui ne sont
point répétées, et qui sont mêlées à discrétion : il parie
contre Paul que s’il les tire de suite, et qu’il les nomme
selon l’ordre des cartes, en commençant ou par la plus
haute, ou par la plus basse, il lui arrivera au moins une fois
de tirer celle qu’il nommera. Par exemple, Pierre ayant en
main quatre cartes [...] Soit conçu la même chose de tout
autre nombre de cartes. On demande quel est le sort ou
l’espérance de Pierre pour tel nombre de cartes que
ce puisse être depuis deux jusqu’à treize.



Théorème (Montmort, Bernoulli)

Soient n ≥ 1 et k ≥ 0 des entiers. La probabilité qu’une
permutation σ ∈ Sn ait k points fixes est égale à

1

n!
|{σ ∈ Sn | |Fix(σ)| = k}| = 1

k!

n−k∑
j=0

(−1)j

j!
.

En particulier,

lim
n→+∞

|{σ ∈ Sn | |Fix(σ)| = k}|
n!

=
1

k!

1

e
.



Démonstration

Soit Dm le nombre de dérangements dans Sm, c’est-à-dire des
permutations sans point fixe. Alors

|{σ ∈ Sn | |Fix(σ)| = k}| =
(
n

k

)
Dn−k

et il suffit de calculer Dn−k .



Posons Ai = {σ ∈ Sm | σ(i) = i} pour i = 1, . . . ,m. Alors, par le
principe d’inclusion-exclusion

Dm = |Sm| −
∣∣ m⋃
i=1

Ai

∣∣
= m!−

m∑
i=1

|Ai |+
∑

1≤i<j≤m

|Ai ∩ Aj | − · · ·

= m!−m(m − 1)! +

(
m

2

)
(m − 2)!− · · ·

= m!
m∑
j=0

(−1)j

j!
.



En mettant tout ensemble,

1

n!
|{σ ∈ Sn | |Fix(σ)| = k}| = 1

n!

(
n

k

)
Dn−k

=
1

��n!
��n!

����(n − k)!k!�
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(−1)j

j!
,

ce qu’il fallait démontrer



Figure – La solution chez Montmort : la probabilité que Pierre gagne au

jeu de treize est 1− Dn = 1−
∑n

j=0
(−1)j

j! =
∑n

j=1
(−1)j−1

j! .



D’un point de vue plus moderne, on formulerait l’énoncé limite
dans le problème des rencontres comme suit :

Théorème
Soit (Xn)n≥0 une suite de variables aléatoires avec Xn

uniformément distribuée dans Sn. Alors, lorsque n → +∞, on a
convergence en loi

|Fix(Xn)| −→ Pois(1),

où Pois(λ) est la loi de Poisson de paramètre λ (qui donne

probabilité λk

k! e
−λ à chaque entier k ≥ 0).



Racines modulo p d’un polynôme

Soit f ∈ Z[X ] un polynôme à coefficients entiers.

Pour chaque nombre premier p, on peut réduire f modulo p et
compter le nombre des racines dans

Z/pZ = {[0], [1], . . . , [p − 1]}.

On le note

Nf (p) =
∣∣{0 ≤ x ≤ p − 1 | p divise f (x)}

∣∣.



Par exemple, prenons f = X 4 − X − 1. Ses premières valeurs sont :

x x4 − x − 1

0 -1
1 -1
2 13
3 7× 11
4 251
5 619
6 1289
7 2393
8 61× 67
9 6551
10 7× 1427
11 14629
12 17× 23× 53



En regardant la table, on trouve les valeurs

p 2 3 5 7 11 13 17 19 · · ·
Nf (p) 0 0 0 1 1 1 2 0 · · ·

En fait, parmi les 1000 premiers nombres premiers, on trouve

375 fois la valeur Nf (p) = 0

337 fois la valeur Nf (p) = 1

253 fois la valeur Nf (p) = 2

35 fois la valeur Nf (p) = 4

375/1000 ≈ 3/8

337/1000 ≈ 1/3

253/1000 ≈ 1/4

35/1000 ≈ 1/24



Un théorème de Kronecker (1880)

Soit f ∈ Z[X ] un polynôme à coefficients entiers de degré n.

Si f est irréductible, c’est-à-dire n’est pas un produit de polynômes
de degré ≥ 1, alors f a exactement n racines complexes

α1, . . . , αn.

En général, il n’y a pas de manière canonique d’en faire la liste et
on est amené à considérer les permutations de {α1, . . . , αn}.

Une permutation σ ∈ Sn ne préserve pas nécessairement les
relations algébriques entre les racines, c’est-à-dire les expressions

Q(α1, . . . , αn) = 0

où Q ∈ Z[T1, . . . ,Tn] est un polynôme en n variables.



Le groupe de Galois de f est le sous-ensemble G ⊂ Sn formé des
permutations σ telles que, pour tout Q ∈ Z[T1, . . . ,Tn], on ait

Q(α1, . . . , αn) = 0 =⇒ Q(σ(α1), . . . , σ(αn)) = 0.

Par exemple, les racines de

f =
X 5 − 1

X − 1
= X 4 + X 3 + X 2 + X + 1

sont les 4 racines primitives cinquièmes de l’unité

αk = e
2iπ
5
k k = 1, . . . , 4

et la relation algébrique αk = αk
1 est seulement préservée par les

permutations engendrées par le 4-cycle (1243).



Théorème (Kronecker, 1880)

Soit f ∈ Z[X ] un polynôme irréductible de degré n avec groupe de
Galois G . Pour chaque entier k ≥ 0, on a

lim
T→+∞

|{p ≤ T premier | Nf (p) = k}|
|{p ≤ T premier}|

=
|{σ ∈ G | |Fix(σ)| = k}|

|G |

Par exemple, le polynôme f = X 4 − X − 1 a groupe de Galois S4
et on trouve la limite

lim
T→+∞

|{p ≤ T | Nf (p) = 1}|
|{p ≤ T}|

=
3∑

j=0

(−1)j

j!
=

1

3
.



Figure – Leopold Kronecker, Sur l’irréductibilité des équations, 1880



Si on avait fait nos expériences pour le polynôme

f = X 4 − X 2 − 1,

on aurait trouvé les statistiques

633 fois la valeur Nf (p) = 0

251 fois la valeur Nf (p) = 2

116 fois la valeur Nf (p) = 4

633/1000 ≈ 5/8

251/1000 ≈ 1/4

116/1000 ≈ 1/8,

ce qui suggère que le groupe de Galois G ⊂ S4 est d’ordre 8 au lieu
de 24 (et en effet c’est le groupe D8 des symétries du carré !).



Pseudopolynômes

Si f ∈ Z[X ] est un polynôme à coefficients entiers, alors pour tous
entiers n ≥ 0 et d ≥ 1

f (n + d)− f (n) est divisible par d.

En effet, il suffit de le démontrer pour f = X k , auquel cas

(n + d)k − nk =
k∑

j=1

(
k

j

)
nk−jd j

par la formule du binôme. Au fond, c’est la raison pour laquelle la
réduction modulo p d’un polynôme est bien définie...



Cette propriété ne caractérise pas les polynômes...

Définition (Hall, 1971)

Un pseudopolynôme est une suite (an)n≥0 de nombres entiers telle
que d divise an+d − an pour tous entiers n ≥ 0 et d ≥ 1.

Il existe une infinité non dénombrable de pseudopolynômes qui ne
proviennent pas de polynômes.



Pour en construire, on considère des suites de la forme

an =
n∑

k=0

(
n

k

)
bk ,

où (bn)n≥0 est une suite d’entiers avec la propriété

ppcm(1, . . . , n) divise bn.

Hall démontre que (an)n≥0 est alors un pseudopolynôme qui
provient d’un polynôme si et seulement si bn = 0 pour n grand.

Par exemple, pour bn = n!, on trouve

an = n!
n∑

k=0

1

k!
= ⌊en!⌋

(la deuxième égalité est seulement vraie pour n ≥ 1).



Grâce aux propriétés de congruence, le nombre de racines modulo
p d’un pseudopolynôme f (n) = an est bien défini :

Nf (p) = |{0 ≤ n ≤ p − 1 | p divise an}|.

Par exemple, pour notre pseudopolynôme favori :

n ⌊en!⌋
0 1
1 2
2 5
3 24

4 5× 13
5 2× 163
6 19× 103
7 22 × 52 × 137



Conjecture (Kowalski–Soundararajan)

Soit f (n) = ⌊en!⌋. Pour chaque entier k ≥ 0, on a la limite

lim
T→+∞

|{p ≤ T | Nf (p) = k}|
|{p ≤ T}|

=
1

k!

1

e
.



Figure – Arthur Forey, Javier Fresán, Emmanuel Kowalski, Fixed-point
statistics from spectral measures on tensor envelope categories, 2023



Par la méthode des moments, pour démontrer la convergence en
loi |Fix(Xn)| → Pois(1), il suffit de démontrer la convergence des
suites des moments : pour tout k ≥ 1,

lim
n→+∞

1

n!

∑
σ∈Sn

|Fix(σ)|k =
1

e

∞∑
r=0

rk

r !



Le côté gauche a une interprétation en termes des représentations
du groupe symétrique Sn. Une représentation est un espace
vectoriel complexe de dimension finie V muni d’endomorphismes

φσ : V −→ V , un pour chaque σ ∈ Sn,

qui satisfont à φστ = φσ ◦ φτ et φId = IdV .

Par exemple, V = Cn, avec les matrices de permutation

φσ(ei ) = eσ(i).

On l’appelle la représentation standard et on la note Std.

V = C avec tous les endomorphismes φσ = IdV . On l’appelle la
représentation triviale et on la note 1.



Pour une représentation V , on peut chercher des sous-espaces
vectoriels W ⊂ V stables sous les endomorphismes φσ.

Par exemple, la droite e1 + · · ·+ en ⊂ Cn est stable sous les
matrices de permutation φσ, qui y agissent trivialement :

φσ(e1 + · · ·+ en) = eσ(1) + · · ·+ eσ(n) = e1 + · · ·+ en.

On dit que Std contient une copie de la représentation triviale 1.
Plus est vrai : il existe un supplémentaire qui est aussi stable sous
les endomorphismes φσ.



Pour chaque k ≥ 1, l’espace vectoriel (Cn)⊗k est de dimension nk ,
une base étant donnée par

ei1 ⊗ · · · ⊗ eik
(
i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}

)
.

On définit une représentation de Sn en posant :

φσ(ei1 ⊗ · · · ⊗ eik ) = φσ(ei1)⊗ · · · ⊗ φσ(eik )

= eσ(i1) ⊗ · · · ⊗ eσ(ik )

On la note Std⊗k .

Proposition

1

n!

∑
σ∈Sn

|Fix(σ)|k

est égal à la multiplicité de 1 dans la représentation Std⊗k .



La suite dans le côté droit

1

e

∞∑
r=0

rk

r !

est célèbre en combinatoire sous le nom de nombres de Bell.
C’est le nombre de partitions d’un ensemble à k éléments :

1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140, 21147, . . .

Explication : les deux suites satisfont aux mêmes relations de
récurrence c0 = 1 et

cn+1 =
n∑

s=0

(
n

s

)
cs .

(Exercice !)



Pour une variable t, il n’existe pas de groupe symétrique St .
Cependant, Deligne et Knop (2007) définissent ce que devraient
être les représentations de St . Lorsque t est un entier n ≥ 1, on
retrouve à peu de choses près les représentations de Sn. Parmi ces
représentations, il y a une représentation standard Stdt et une
représentation triviale 1t , et on peut démontrer l’égalité

1

e

∞∑
r=0

rk

r !
= multiplicité de 1t dans Std

⊗k
t .

Question
Le pseudopolynôme f (n) = ⌊en!⌋ a-t-il “groupe de Galois” St ?


