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1. DEL TEOREMA DE HERMITE-LINDEMANN—WEIERSTRASS A LA
HIPOTESIS DE BOURGET

Gracias a uno de los teoremas mas bellos de la teoria de ntimeros, sabemos desde
hace casi 150 anos cuales son todas las relaciones polinomiales entre los valores que
toma la funcién exponencial en argumentos algebraicos.

TEOREMA 1.1 (Hermite-Lindemann—Weierstrass). Seanr > 1 un entero y aq, ..., ay
numeros algebraicos linealmente independientes sobre Q. Las exponenciales

(5% -
et . ..e

son algebraicamente independientes sobre Q.

Recordemos que ser algebraicamente independientes sobre Q significa que el tnico
polinomio P € Q[X}, ..., X,] que cumple

Pe™,...,e*) =0 (1.1)

es el polinomio idénticamente cero. En el caso r = 1, es decir, cuando hay un tnico
nimero algebraico «, la hipdtesis de ser linealmente independiente equivale a pedir
que « sea distinto de cero, y el teorema dice que e® no es raiz de ningin polinomio
no nulo con coeficientes algebraicos, es decir, que es un nimero trascendente. Este
enunciado incluye como casos particulares la trascendencia de las que quiza sean las
dos constantes més famosas de las matematicas: los niimeros

o0

iy
e = — y m= dzdy,
Z n' 22492<1

n=0
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cuya definicién escribo asi para enfatizar que m es el volumen del conjunto semi-
algebraico 22 + y? < 1, un ejemplo paradigmatico de periodo segin Kontsevich y
Zagier [15], mientras que e se obtiene como la suma de una serie infinita. Para ver
que e es trascendente, basta con tomar o = 1, mientras que para 7 utilizamos el
siguiente truco: si m fuese algebraico, también lo seria 27i, pero entonces la identi-
dad €?™ = 1 darfa lugar a una contradiccién con el teorema. En general, cualquier
determinacién no nula del logaritmo de un nimero algebraico no nulo es trascenden-
te, en vista de la igualdad e'°8® = . Por ejemplo, el ntiimero log 2 = 0,693147... es
trascendente. Hermite demostro la trascendencia de e® cuando « es un nimero ra-
cional no nulo en cuatro notas [14] publicadas en los Comptes Rendus de I’Académie
des Sciences en 1873. Hubo que esperar casi diez anos hasta que Lindemann [16]
consigui6 adaptar sus ideas para tratar el caso de un niimero algebraico general y de-
ducir asi la trascendencia de 7. Con técnicas similares, Lindemann demuestra en una
secuela publicada el mismo afio [17] una version débil del teorema 1.1 (en realidad
del enunciado equivalente que indicamos més abajo): la independencia lineal sobre Q
en lugar de Q. La primera demostracién completa se debe a Weierstrass [21].

La hipotesis de que los nimeros algebraicos aq, . . ., a, sean linealmente indepen-
dientes es obviamente necesaria: si existe una relacion lineal no trivial con coeficientes
racionales, después de multiplicar por un denominador comuin existe también una
con coeficientes enteros, que separando los coeficientes positivos de los negativos a
los dos lados de la igualdad podemos escribir como

niay + -+ Ngg = Ngp10s41 + - + Ny
donde los n; > 0 son enteros no todos nulos. Utilizando la propiedad

Q1B — B

de la funcién exponencial, deducimos entonces que (1.1) se cumple para el polinomio

no nulo P = X" .. XD — X:_ﬁl -+« X es decir, que los nimeros e**,...,e%" no
son algebraicamente independientes. La implicacion interesante es la reciproca: todas
las relaciones algebraicas entre e, ..., e%" se obtienen de este modo.

La demostracién del teorema de Hermite-Lindemann—Weierstrass reposa de ma-
nera esencial sobre la identidad e®™# = e®e?, que permite reducir el estudio de las
relaciones polinomiales al de las relaciones lineales, siempre més faciles de entender.
Gracias a ello, el teorema resulta de hecho ser equivalente al siguiente enunciado:

TEOREMA 1.2 (Hermite-Lindemann—Weierstrass). Sean ai,...,q, nimeros alge-
braicos distintos. Entonces e™,...,e% son linealmente independientes sobre Q.

Volveremos a él en la secciéon 4. Dado el uso crucial de la aditividad de la ex-
ponencial, no estaba nada claro cémo generalizar las ideas de la demostracion para
obtener resultados de trascendencia para los valores de otras funciones especiales.
Un caso particularmente interesante era el de las funciones de Bessel

Jk(z)zzmgfn% k=0,1,..., (1.2)

n=0
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que, entre muchos otros lugares, aparecen en la fisica matematica cuando se estu-
dian los modos de vibraciéon de un tambor. Sin entrar en muchos detalles, la fun-
cién u(z,y,t) que a un punto del circulo 2% +y? < 1 y a un tiempo ¢ asocia su altura
(positiva o negativa) al hacerlo vibrar es solucién de la ecuacién de ondas

Pu 4 (0%u  O*u 2, 9
92 <8962+8yQ> siz”+y” <1
con la condicién de frontera u(z,y,t) = 0 si 22 + y? = 1, que traduce el hecho de
que el borde del tambor permanece fijo. Aqui ¢ es una constante que depende de la
fisica del tambor y que no tendrd mucha importancia para nosotros.

La simetria del circulo hace que sea mas conveniente trabajar en coordenadas
polares (r,0,t). Si buscamos soluciones con las variables separadas

u(r,0,t) = R(r)©(0)T(t),

vemos primero que T tiene que ser de la forma T'(t) = Acos(cAt) + Bsin(cAt) y
luego que O(6) = Ccos(kf) + Dsin(kf) para k& = 0,1,... El caso k = 0 ocurre
cuando golpeamos en el centro del tambor y la soluciéon no depende del angulo 6.
Finalmente, la componente radial R cumple la ecuacién diferencial de Bessel

r?R"(r) +rR (r) + (\*r? — k*)R(r) = 0.
En términos de las funciones de Bessel (1.2), una solucién se escribe
R(r) = Jx(Ar),

y la condicién de frontera implica Ji(A\) = 0, es decir, las frecuencias A son ceros de
la funcion de Bessel. El entero k se suele llamar el orden de la funcién de Bessel.
Sik > 1, es obvio a partir de la definicién que Ji(z) se anula en z = 0. Tras desarrollar
los calculos que acabamos de esbozar, Bourget [8] conjeturd en su memoria sobre el
movimiento vibratorio de las membranas circulares de 1866 una especie de fenémeno
de no resonancia: que dos funciones de Bessel de distintos 6rdenes Ji(z) y Ji(2)
no tienen ningin cero en comun salvo quiza z = 0, un enunciado que empezd a
popularizarse bajo el nombre de hipdtesis de Bourget.

La hipétesis es cierta para dos funciones de Bessel de érdenes consecutivos. En
efecto, derivando término a término la serie de potencias de Ji(z) vemos que

TE) = () = T (2,

y de ahi se deduce que si Ji(z) y Jr+1(2) tienen un cero comin no nulo o € C*,
entonces la derivada de Ji(z) también se anula en «, pero esto no puede ocurrir para
una solucién de una ecuacién diferencial de orden 2 como

2T(2) + 2J7(2) + (22 = B} Ju(2) = 0,

cuya tnica singularidad es z = 0 (por ejemplo, el teorema de Cauchy dice que
alrededor de cada a € C* el espacio de soluciones holomorfas es de dimensién 2, y
que una solucién estd determinada de forma tnica por su valor y el de su derivada).
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En general, dos funciones de Bessel de distintos 6rdenes estan relacionadas entre
s{ por una recurrencia de la forma

Imak(2) = Jk(Z)Rm,k(Z) - Jk—l(Z)Rm—l,k+1(z)7 (1.3)

donde Ry, € Q[z7!] son ciertos polinomios con coeficientes racionales en la varia-
ble 1/z llamados polinomios de Lommel y que se pueden calcular explicitamente:

m/2]

_ (=D)"(m—n)l(k+m—n—1)! [ 2\""™
R i = Z nl(m —2n)!(k +n —1)! (2> .

n=0

Independientemente del valor exacto de estos polinomios, una de las consecuencias
de la igualdad (1.3) es que si @ € C* es un cero comin no nulo de dos funciones
de Bessel de distintos ordenes, entonces « es un nimero algebraico. En efecto, si
tanto Jp,4r(@) como Ji(a) se anulan, de la relacién de recurrencia deducimos que
también lo hace el producto Ji_1(®)Rpm—1k+1(c) y, como ya hemos visto que el
primer factor es distinto de cero, la igualdad R,,—1 k+1(a) = 0 implica que « es un
numero algebraico. Concluimos asi que la hipdtesis de Bourget seria una consecuencia
de un resultado que dijera que las funciones de Bessel toman valores trascendentes
en todo argumento algebraico distinto de cero, jigual que la funcién exponencial!

2. LA DEFINICION DE FUNCION E

En una memoria [19] sobre las aplicaciones de la aproximacién diofantica publi-
cada en 1929 y que pronto iba a cambiar la historia de la teoria de niimeros, Siegel
introduce una clase de funciones cuyos valores en argumentos algebraicos se propone
estudiar con el objetivo de demostrar que Ji(«) es trascendente.

DEFINICION 2.1 (Siegel, 1929). Una funcién E es una serie de potencias

)= 2 e Qe
n=0

n!

que cumple las siguientes propiedades:

(a) f es solucién de una ecuacién diferencial lineal ordinaria

er(2) [ (2) 4+ ea(2) [ (2) + eol2)f(2) = 0, (2.1)

donde los ¢; € Q[z] son polinomios no todos nulos;

(b) existe un ntmero real C' > 0 tal que, para todo n > 1,

mix |o(a,)| <C" y den(a,...,a,) <C",
o€Gal(Q/Q)
donde den(ay, ..., a,) designa el «denominador comin» de ay, ..., a,, es decir,

el menor entero d,, > 1 tal que dyaq,...,d,a, son enteros algebraicos.
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A veces, en lugar de escribir la ecuacién diferencial como en (2.1), utilizaremos
el lenguaje de los operadores diferenciales y diremos que

L= e, (2)(d/dz)" + - + e1(2)(d/d2) + col2) € Q. d/d=)

anula la serie f(z). Si el coeficiente dominante ¢, es distinto del polinomio idénti-
camente cero, L es un operador diferencial de orden r. Diremos que una funcién F
es de orden diferencial r si r es el minimo orden de un operador diferencial distinto
de cero que la anula. Ultima definicién por el momento: las singularidades de L en
el plano complejo son las raices del polinomio ¢, (z). Digo «en el plano complejo»
porque en general se incluye también el infinito como singularidad. En el anillo de
operadores diferenciales Q(z, d/dz), un polinomio en z actiia sobre una serie de po-
tencias f por multiplicacién. Por eso hay que prestar atencion al hecho de que las
variables z y d/dz no conmutan: z(d/dz) envia f a zf'(z), mientras que (d/dz)z
envia f a (2f(z)) = f(z) + zf'(2), es decir, se tiene

(d/dz)z — 2(d/dz) = 1. (2.2)

Antes de pasar a los ejemplos, hagamos algunos comentarios sobre la definicién
de funcién E. En primer lugar, el nombre F hace referencia a la funcién exponencial,
que es el ejemplo en el que todos los coeficientes a,, son iguales a 1; es la situaciéon
que Siegel se propone generalizar. El modo en que comienza el capitulo dedicado a
los ntimeros trascendentes lo deja claro:

Los teoremas de Hermite y Lindemann han resuelto la cuestion de las
propiedades aritméticas de los valores de la funcion exponencial en argu-
mentos algebraicos. Mientras que la aditividad de la funcién exponencial
reduce toda ecuacion algebraica entre los valores de esta funcién a una
ecuacion lineal, no existe nada comparable para otras funciones, y ahi
yace la dificultad a la hora de generalizar los argumentos de Hermite.
Para ninguna otra de las funciones que son importantes en el andlisis se
ha encontrado un teorema de fuerza similar al de la exponencial.

En segundo lugar, la existencia de una ecuacién diferencial de la forma (2.1)
equivale a la existencia de una relaciéon de recurrencia

Py(n)an + Pi(n)ant1 + -+ Pi(n)ante =0 (2.3)

entre los coeficientes de la serie f, donde £ es un entero y Py, ..., P, € Q[z]. A partir
de la ecuacién diferencial, la relacién (2.3) se obtiene simplemente igualando a 0 el
coeficiente de grado n del lado izquierdo de (2.1) y simplificando con cuidado los
factoriales. Una consecuencia interesante es que, a pesar de que en la definicién de
funciéon E solo hemos pedido que los a,, sean nimeros algebraicos, la mera existencia
de la ecuacién diferencial implica que el cuerpo Q(ag, a1, ...) es una extensién finita
de Q, es decir, que existe un cuerpo de ntimeros K tal que f(z) pertenece a K[z].
Por ejemplo, la serie >~ e* 2™ no es solucién de una ecuacién diferencial porque
no hay ningin cuerpo de nimeros que contenga todas las raices de la unidad.
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Gracias a esta propiedad, la condicién de crecimiento del valor absoluto de los
conjugados galoisianos de los coeficientes hace intervenir solo un nimero finito de
o € Gal(Q/Q). De hecho, eligiendo un elemento primitivo de K, se puede escribir f
como una combinacién K-lineal de series de potencias con coeficientes racionales, y
no es dificil demostrar que cada una de estas series es a su vez una funcién E. La
primera condicién de crecimiento implica que las funciones F tienen radio de conver-
gencia infinito. En particular, podemos evaluarlas en cualquier nimero algebraico;
llamaremos valores especiales a los ntimeros f(a) con « € Q. La condicién sobre los
denominadores permite distinguir desde un punto de vista aritmético niimeros muy
proximos en valor absoluto como 1 y 1,00000000000000000000000000000000001, y es
crucial a la hora de obtener resultados de trascendencia. En la practica, suele ser tam-
bién la condicién mas dificil de comprobar. Recordemos que los enteros algebraicos
son aquellos nimeros algebraicos que son raiz de un polinomio ménico con coeficien-
tes enteros. Si a es raiz de P = by X% +bg_1 X941 + ... 4+ by € Z[X], con by distinto
de cero, entonces bga es raiz del polinomio ménico X + bg_1 X% 1 + ... + bobg_l,
es decir, by es un entero algebraico. Esto explica la existencia de los enteros d,, en
la segunda condicién de crecimiento; en el caso de una funcién F con coeficientes
racionales, son literalmente los denominadores comunes de aq, ..., a,.

EJEMPLO 2.2 (Funciones de Bessel). El primer ejemplo después de los polinomios
con coeficientes algebraicos y la funcién exponencial es la funcién de Bessel

%) 2m—+k o ( 2m+k Z2m+k
ZO m+k) ( ) =2 22m+k< m )(2m+k)!’

m=0

que, como ya hemos indicado, es solucién de una ecuacién diferencial de orden 2. En
efecto, sus coeficientes son los niimeros racionales

n—k
%(é) sin=2m+k,

0 si no,

Ay =

que cumplen las condiciones de la definicién con C' = 2 (podemos, por ejemplo,
tomar d,, = 2" como denominador comun y utilizar la cota (?) < 2™ que resulta del
teorema del binomio). Observemos que el hecho de que las potencias que intervienen
en la definicién de Ji(z) sean 2m+k en lugar de m+k es fundamental para garantizar
. . . . e} 2"
que las funciones de Bessel son funciones E. Por ejemplo, la serie >~ anz 1O es
una funcién FE, porque en este caso a, = 1/n! y el denominador comin de los
coeficientes aq, ..., a, es n! que crece méas rapido que cualquier potencia C™.

EJEMPLO 2.3 (Funciones hipergeométricas). El primer ejemplo al que Siegel dedica
el calificativo de «no trivial» es el de las series hipergeométricas construidas como
sigue. Sean 0 < p < ¢ ntmeros enteros y ai,...,ap, € Q y b1,...,0, € Q\ Z<o
numeros racionales. Definimos el simbolo de Pochhammer como

()o=1y @p=z(x+1) --(x+n—-1) paran>1.
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Es una generalizacién del factorial, que en este lenguaje aparece como n! = (1),,. La
hipétesis de que los b; no son ntimeros negativos garantiza que ningtn simbolo de
Pochhammer (b;),, se anula. Siegel demuestra que la funcidn hipergeométrica

F<le > i ))” (a=p)n (2.4)

— bg)n
es una funciéon E. Indiquemos primero que es solucién de una ecuacion diferencial.
Llamando ¢, al coeficiente que multiplica a z(4~?)" v P y @ a los polinomios

PX)=X+a1) - (X+ap), QX)=X+b—-1)---(X+b,—1),
la propiedad de recurrencia del simbolo de Pochhammer implica la igualdad

Cny1 _ P(n)

cn Qn+1)

De hecho, una forma abstracta de caracterizar las funciones hipergeométricas, sin
escribir ninguna férmula, es por medio de la condicién de que el cociente ¢,+1/c, de
dos términos consecutivos es una funcién racional de n. Suponiendo que al menos uno
de los b; sea igual a 1, lo que siempre se puede conseguir aumentando los valores de
Py ¢ sin cambiar la funcién, vemos que la serie ZZO:O cpz™ es solucion del operador
diferencial Q(0) — zP(6), donde 6 es la notacién estdndar para z(d/dz), es decir,
el operador que consiste en derivar primero y luego multiplicar por la variable z.
Respecto a la derivada usual, tiene la ventaja de preservar el grado, de modo que si
R es un polinomio, se tiene R(#)z" = R(n)z" para todo n. A partir de ahi, deducimos
que (2.4) es solucién del operador diferencial

L=Q(;50) — 17 P(;10),

que, si uno se empena, se puede escribir de la forma méas habitual utilizando repe-
tidamente la relacién de conmutacién (2.2). Es un operador de orden ¢ cuya tnica
singularidad en el plano complejo es el origen.
Para comprobar las condiciones de crecimiento, introducimos m = ¢ — p y utili-
1 m 1. ‘s . Ly
zamos (mn)! = (=), - (), para reescribir la funcién hipergeométrica como

r;)m ( 1)n ( q)n (mn)'

Hay entonces el mismo nimero de simbolos de Pochhammer en el numerador que
en el denominador, y la cota resulta del hecho de que la sucesién (z),/(y), tiende
a 1 cuando n tiende al infinito. Falta acotar los denominadores, que es la parte mas
delicada del argumento. Para ello, fijamos un ntimero primo p e intentamos entender
cual es la mayor potencia de p que divide a un nimero racional x utilizando la
valuacién p-adica v,(z), que se define escribiendo z = p*»(®)a/b donde a y b son
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primos entre si y no divisibles por p. Asi, « es un niimero entero si y solo si v,(z) > 0
para todo nimero primo p. La valuacién p-ddica de n! = (1),, estd dada por

op(l) = gf Kl

como se demuestra observando que el primer término |n/p| cuenta el nimero de

veces que p,2p,... dividlenan! =1---p---2p---p?---2p?--.n, pero solo tiene en
cuenta una potencia de p en p%,2p?, ..., asf que hay que afiadirle |n/p?|, que a su
vez no tiene en cuenta un factor de p en p3, 2;037 ...,y asi sucesivamente. La suma

es finita, puesto que n es menor que p* para k lo bastante grande. Para estimar
los denominadores de la funcién hipergeométrica, Siegel estudia la valuacion p-adica
de (z),, que aunque estd dada por férmulas mds complicadas que la del factorial, se
puede acotar utilizando la version débil del teorema de los ntimeros primos

mem(1,2,...,n) < 3"

EJEMPLO 2.4 (Operaciones con funciones F). Las funciones E son estables bajo las
operaciones de suma, producto, derivada, primitiva fOZ f(t)dt, homotecia f(Az) de
razén algebraica A y producto «de Hadamard»

oo

_ anbn ,
Jog= Z nl ©
n=0
si f(z) =300 )%z y g(z) = Yoo, b=2m. En particular,
T

Z Pi(z)e™#

i=1
es una funciéon E para cualquier coleccién de nimeros algebraicos as, ..., a;, y de
polinomios Py,..., P, € Q[z]. Las llamamos polinomios exponenciales.

Del mismo modo que, aplicando a la funcién exponencial y a los polinomios
las operaciones elementales que preservan la clase de funciones F, obtenemos los
polinomios exponenciales, a partir de las funciones hipergeométricas (2.4) se obtiene
una clase muy rica de ejemplos: todas las expresiones polinomiales en las funciones

ay e a _
F P a—p
(b1 by Az ) '
donde A es un ntmero algebraico, que podemos hacer variar igual que p, q, y los
pardametros ai,...,ap y b1,...,bs. De hecho, la funcién exponencial y las funciones

de Bessel son de este tipo, como demuestran las férmulas

e =F (@ z) L Ji(z) = ﬁ(g)kF (1 k®+ . izQ) :

1
Nada més introducir la definicién de funcién F, las propiedades de estabilidad y el
ejemplo de las funciones hipergeométricas, Siegel observa que seria interesante decidir
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si toda funcién F se puede escribir de esta forma. Utilizando las propiedades de las
ecuaciones diferenciales de orden minimal de una funcién E de las que hablaremos
en la seccién 5, Gorelov [12, 13] demostré en 2004 que la respuesta es positiva
para aquellas funciones FE de 6rdenes diferenciales 1 y 2. Guiados por la intuicién
geométrica de la seccion 6, Peter Jossen y yo [10] conseguimos demostrar hace un par
de anios que la respuesta es negativa para las funciones E de orden diferencial mayor
o igual que 3. De hecho, la mayor parte de ellas no son de tipo hipergeométrico.

3. EL TEOREMA DE SIEGEL—SHIDLOVSKY

La generalizacién de las propiedades de trascendencia de la exponencial a otras
funciones F que se proponia Siegel en su memoria es lo que hoy en dia se conoce
como teorema de Siegel-Shidlovsky. En su version definitiva, dice lo siguiente:

TEOREMA 3.1 (Siegel-Shidlovsky—André-Beukers). Seanr > 1 un enteroy f1,..., fr
funciones E que son solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales

f1 fi

d [ .

- = A(z)

: aE (3.1)
fr Jfr

donde A(z) € M,(Q(z)) es una matriz con coeficientes en el cuerpo de funciones
racionales con coeficientes algebraicos. Sea a € Q un nimero algebraico no nulo que
no es un polo de ninguno de los coeficientes de la matriz A(z) y sea

P(fl(a)v"'afr(a))zo (PG@[XD"'VXT])

una relacion algebraica entre los valores que toman f1,..., f, en a. Entonces existe
un polinomio Q € Q[Xo, X1,...,X,] tal que Q(o, X1,..., X)) =P(X1,...,X;) y

Q(z, f1(2),..., fr(2)) =0 para todo .

En particular, tenemos la tgualdad de grados de trascendencia
trdeg@@(fl(a), el fn(a)) = trdeg@(z)@(z)(fl, vy fn)- (3.2)

De forma maés informal, lo que dice el teorema de Siegel-Shidlovsky es que las
tinicas relaciones algebraicas entre los valores especiales fi(«),..., fr-(a) de una co-
leccion de funciones E son las que se obtienen especializando a z = « una relacién
que existe ya entre las funciones f1(z),..., fr(z). Esto lo convierte en uno de los
resultados mas potentes de la teoria de la trascendencia; como veremos enseguida,
sus analogos para otras clases de funciones especiales son completamente falsos.

Antes de seguir descifrando el enunciado, hagamos alguna observacién historica.
En su articulo de 1929, Siegel demuestra la versién cuantitativa del enunciado (3.2)
para las funciones de Bessel. Su método de demostracién, que retoma en el libro [20],
se aplica en principio a todas las funciones F siempre y cuando se cumpla una cierta
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hipétesis de «normalidad». Sin embargo, comprobar que se da esta propiedad en
otros ejemplos resulta muy dificil (por ejemplo, no se sabia para las funciones hiper-
geométricas antes de un trabajo de Beukers, Dale Brownawell y Heckman [6] publi-
cado en 1988). La contribucién de Shidlovsky [18] consistié en retirar en 1959 esta
condicion del método de Siegel, lo cual le permitié demostrar la version cuantitativa
del teorema para cualquier vector de funciones E. Casi cuarenta afios mas tarde, An-
dré [2, 3] propuso una demostracién completamente distinta, basada en la estructura
de las ecuaciones diferenciales de las funciones F, que en una reelaboracion posterior
de Beukers [4] permitié demostrar que no solo hay cuantitativamente la misma can-
tidad de relaciones entre las funciones y sus valores especiales, sino que toda relaciéon
algebraica P(fi(a),..., fr(a)) =0 se levanta a Q(z, f1(2),..., fr(z)) = 0.

Volviendo al enunciado, la condicién de que las funciones fi,..., fr sean solu-
cién de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales no es restrictiva a la hora de
estudiar las propiedades de trascendencia de los valores especiales de una funciéon E
particular. En efecto, a partir de una ecuacion diferencial de la forma

er(2)fT () + -+ ea(2)f'(2) + cof(2) =0, (3.3)

con coeficiente dominante un polinomio ¢, (z) no nulo, obtenemos el sistema

f 0o 1 0 0 f
. f! 0 0 1 - 0 i
L1 =] : R : " (3.4)
dz | . S | '
: 0 0 0 - 1 :
f(r—l) _%0 _%1 _02;1 f(r—l)

en el que los polos de la matriz A(z) € M,(Q(z)) son los ceros de ¢,(z), es decir, las
singularidades de la ecuacién diferencial (3.3).

Como las derivadas sucesivas de una funcién F son funciones E, podemos aplicar
el teorema de Siegel-Shidlovsky a este sistema y al polinomio P = X; para obtener
el siguiente resultado: sea & un ntimero algebraico no nulo que no es una singularidad
de la ecuacién diferencial y sea P(f(«)) = 0 una relacién algebraica. Entonces existe
un polinomio Q@ € Q[Xo, X1,...,X,] tal que Q(z, f(2), f'(2),...,f"V(z)) = 0
para todo z. Cuando la funcién f y sus r —1 primeras derivadas son algebraicamente
independientes, el inico polinomio con esta propiedad es Q = 0, y como P se obtiene
especializando una de las variables de (), deducimos que el nico polinomio con la
propiedad P(f(a)) = 0 es el polinomio P = 0, es decir, que el nimero f(a) es
trascendente. Por esta razdn, es obviamente necesario pedir que « sea distinto de
cero: f(0) coincide con el primer coeficiente ag de la serie de potencias, que es
por definicién un nimero algebraico. La hipétesis de que a no sea un polo de la
ecuacion diferencial es mas interesante: permite excluir ejemplos de funciones E
tales como f(z) = (z — 1)e*, que pese a ser trascendentes se anulan en z = 1.
Como f'(z) = ze?, se cumple (z — 1)f'(2) — zf(z) = 0, y la ecuacién diferencial
tiene una singularidad en z = 1. La contribucién fundamental de André consisti6é en
entender que todas las excepciones aparecen de este modo.
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Como ya hemos indicado, el analogo del teorema de Siegel-Shidlovsky para otros
tipos de funciones que parecen a priori muy similares es falso. Un ejemplo importante
es el de las funciones G, introducidas en el mismo articulo de Siegel y que podemos
definir rdpidamente diciendo que son aquellas series Y a, 2" tales que Y - S 2"
es una funciéon E. El nombre G viene esta vez de la serie geométrica, que es el caso
en el que todos los coeficientes a,, son iguales a 1. Salvo que sea un polinomio, las
dos condiciones de crecimiento de los coeficientes a,, implican que el radio de con-
vergencia de una funcién G es estrictamente positivo pero finito. Llamamos valores
especiales de una funcién G a sus evaluaciones en argumentos algebraicos dentro del
disco de convergencia. La diferencia fundamental con las funciones F es que puede
ocurrir que una funciéon G algebraicamente independiente con sus derivadas tome
valores algebraicos en un argumento algebraico dentro del disco de convergencia y
que no es una singularidad de la ecuacién diferencial. Un ejemplo fascinante, debido
a Beukers y Wolfart [7], es el valor de la funcién G hipergeométrica

1/125/12 > (1/12),,(5/12),, 2"
g(z)—zFl(/l/z/ M‘Z(/(i/é):)m

en el argumento racional ov = 1323/1331. A pesar de que se trata de una funcién G
solucion de un operador diferencial de orden 2 cuyas tnicas singularidades en el
plano complejo son 0 y 1, y que es algebraicamente independiente con su derivada,
el valor g(a) = 3+v/11 es algebraico.

Y ahi es donde radica la fuerza del teorema de Siegel-Shidlovsky, en que en ge-
neral es mucho mas fécil estudiar las propiedades de trascendencia de las funciones
que las de los nimeros, y cuando trabajamos con funciones E podemos transferir
las primeras a las segundas. Por ejemplo, sabemos que la funcién exponencial e* es
trascendente por el simple hecho de ser periddica: de ser algebraica, existiria un po-
linomio no nulo P € Q[X, Y] de grado minimal en la variable Y tal que P(z,e*) = 0.
Como 2™ = 1 para todo entero n, el polinomio en una variable P(X,1) € Q[X,Y]
tiene infinitas raices distintas, y por tanto es igual a cero. Pero entonces podemos
factorizar P(X,Y) = (Y — 1)Q(X,Y), y @ es un polinomio de grado estrictamente
menor en la variable Y que cumple Q(z,e*) = 0, jcontradiccién! Una vez que sabe-
mos que e* es una funcién trascendente y que el operador diferencial d/dz —1 que la
anula no tiene singularidades en el plano complejo, el teorema 3.1 implica que e* es
trascendente para todo ntimero algebraico no nulo a. Méas generalmente, el teorema
de Hermite-Lindemann—Weierstrass también se deduce de Siegel-Shidlovsky, utili-
zando esta vez que si aq, . . ., a, son nimeros algebraicos linealmente independientes
sobre Q, las funciones E dadas por e*'?,...,e% * son algebraicamente independien-
tes. En este caso, en el sistema diferencial (3.1) la matriz A(z) es diagonal con
coeficientes constantes aq, ..., a, y, por tanto, no tiene polos.

En vista de la relacion entre las funciones trigonométricas y la funcién exponen-
cial, no es sorprendente que el teorema de Hermite—Lindemann—Weierstrass permita
determinar todas las relaciones entre los valores que toman sinz y cosz en argu-
mentos algebraicos. Me gusta la formulacién que han encontrado hace muy poco
Adamczewski y Delaygue [1]: para cada nimero algebraico «, introducen variables

n=0
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formales X, e Y, que estan sujetas a las relaciones
X24Y2=1, Xorp=XuXp Y.V, Yairs=XaYs+YaXp,
y demuestran que si I es el ideal generado por estas relaciones, la aplicacién Q-lineal

ev: Q[( X, Ya)aegl/l — C

dada por ev(X,) = cosa y ev(Y,) = sin « es inyectiva. Dicho de otro modo, todas

las relaciones algebraicas entre sin o y cos a se deducen del teorema de Pitagoras y de

las férmulas de adicién de estas funciones trigonométricas. El resultado no es cierto

para un ndmero trascendente, que puede satisfacer otras relaciones como sinm = 0.
En el caso de la funcién de Bessel Ji(z), el sistema diferencial es

d (TN _ (0 1 Ji
dz \J;) ~\-L —1+5)\J )"

de modo que la tUnica singularidad en el plano complejo es z = 0. Siegel observa
que la funcién Ji(z) es algebraicamente independiente con su derivada y deduce del
teorema 3.1 que Ji(«) es trascendente para todo ndmero algebraico a distinto de
cero. Demuestra asi la hipétesis de Bourget.

4. LA DEMOSTRACION DE BEZIVIN-ROBBA

Se podria decir que la teoria «modernay» de las funciones E comenzo6 cuando Bé-
zivin y Robba [9] encontraron en 1989 una demostracién muy original del teorema de
Hermite-Lindemann—Weierstrass basada en las ecuaciones diferenciales. Observaron
que la independencia algebraica de las exponenciales era equivalente a un enunciado
sobre los polinomios exponenciales introducidos en el ejemplo 2.4.

TEOREMA 4.1 (Bézivin—Robba). Sea f(z) un polinomio exponencial que se anula
en z = 1. Entonces f(z)/(z — 1) es un polinomio exponencial.

Que el teorema 1.2 implica este enunciado es muy sencillo. En efecto, después
de reorganizar los términos si es necesario, podemos suponer que en la expresién
del polinomio exponencial f(z) = Y_;_, Pi(z)e** todos los a1, ..., a, son nimeros
algebraicos distintos. Como los P; son polinomios con coeficientes algebraicos, la
hipétesis f(1) = 0 implica la existencia de la relacién Q-lineal Y, P;(1)e* = 0. Por
el teorema de Hermite-Lindemann—Weierstrass, no existen relaciones no triviales, de
modo que P;(1) = 0 para todo ¢, es decir, 1 es raiz del polinomio P;. Factorizando
P;(z) = (2 — 1)Q;(2), con Q; € Q|z], vemos que

f(Z) _ - ;2
z2—1 ; @i(2)e

es, en efecto, un polinomio exponencial. Lo curioso es que esta propiedad de divisién,
que en principio nada tiene que ver con las propiedades de trascendencia de la fun-
cién exponencial, implica el teorema de Hermite-Lindemann—Weierstrass. De hecho,
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basta con conocer el enunciado para los polinomios exponenciales con coeficientes
racionales, que son aquellos f(z) = >_._, P;(z)e®* en los que, a pesar de que los o
sean algebraicos y los P; tengan coeficientes algebraicos, el resultado de desarrollar f
en serie de potencias pertenece al subconjunto Q[z] de Q[z].

El argumento utiliza dos propiedades béasicas de la transformada de Laplace, que
es la operacion entre series de potencias dada por

@) => %Z" — Jy) =" awy™
n=0 n=0

La primera nos dice cémo se comporta la transformada de Laplace respecto a la
multiplicaciéon por la variable z: es la férmula

2f ) =2 F () +yf (), (4.1)

00 MaAp-_1
n=1 n!

que se demuestra con un célculo directo, escribiendo zf(z) = >
que la serie Y7 | na,_1y" coincide con V2 (y) + yf ().

La segunda propiedad es que la transformada de Laplace de un polinomio ex-
ponencial es el desarrollo en serie de potencias de una fracciéon racional. En efecto,
usando la linealidad de la transformada de Laplace, es suficiente demostrarlo para
un polinomio exponencial de la forma z"e®?. En el caso m = 0, la transformada de

2™y viendo

Laplace de e®* = "> | i‘—:z" es la fraccion racional > ja"y" = 1_1ay, y el caso
general se deduce por induccién aplicando repetidamente la férmula (4.1).

Sean ahora aq,...,q, nimeros algebraicos distintos, y supongamos que existe
una relacion lineal S1e®t + - - -+ §.e* = 0 con coeficientes algebraicos i, ..., 5. El
objetivo es demostrar que son todos nulos. La funcién

o0 T Zn
F@) = Pre™ bt Bres =3 0 D Biof | (4.2)

n=0 \j=1

es un polinomio exponencial que se anula en 1 pero que quizéd no tenga coeficientes
racionales. Para garantizar que se cumple esta ultima propiedad, consideramos el

cuerpo de nimeros K = Q(ay,...,a, 51,..., ) y definimos
fo= TI (o(aers +o s o(gemtens),
o€Gal(K/Q)

que es una serie de potencias con coeficientes a priori en K, pero en realidad racio-
nales ya que por construccién es invariante por la accién de Gal(K/Q) coeficiente a
coeficiente. Gracias a la famosa propiedad de aditividad de la exponencial, f(z) es
de nuevo un polinomio exponencial de la misma forma, asi que, sin pérdida de gene-
ralidad, podemos suponer desde el principio que (4.2) es un polinomio exponencial
con coeficientes racionales que cumple f(1) = 0. Gracias al teorema 4.1, existe un
polinomio exponencial con coeficientes racionales g(z) tal que f(z) = (z — 1)g(z).
Tomando la transformada de Laplace de esta igualdad obtenemos

) = EDW) -3 = v*T () + (y — 1)3(y),
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donde la segunda igualdad resulta de (4.1). La transformada de Laplace se calcula
inmediatamente a partir de (4.2), dando lugar a

) L =77 (y) + (y = 1)g(y)- (4.3)

Supongamos que no todos los 8; son nulos. Como §;,e%o es distinto de cero si 3,
es distinto de cero, tiene que haber al menos dos coeficientes no nulos para que se
pueda dar la relacién B1e*' +- - -+ %" = 0, y como los a; son todos distintos entre
si, existe un valor jo tal que 8;, y a;, son ambos no nulos. En ese caso, la fraccién
racional en el lado izquierdo de (4.3) tiene un polo simple en 1/a;, y, para obtener
una contradiccién, basta con ver que el lado derecho tiene un polo de orden mayor o
igual que 2. Es aqui donde usamos que g(z) es un polinomio exponencial, de modo
que la transformada de Laplace g(y) es una fraccién racional. Escribiéndola como un
cociente de polinomios, vemos que los polos de 424’ (y) + (y — 1)g(y) estan contenidos
en los polos de g(y). Por tanto, g(y) tiene que tener un polo en 1/a;, pero este polo
no puede ser simple porque la derivada de una fraccién racional aumenta el orden
del polo. De esta contradiccién se deduce que todos los §; son nulos, es decir, el
teorema de Hermite-Lindemann—Weierstrass en su versién del teorema 1.2.

A continuacién, Bézivin y Robba [9] demuestran de forma independiente que
si un polinomio exponencial f(z) € Q[z] cumple f(1) = 0, entonces f(z)/(z — 1)
sigue siendo un polinomio exponencial. Usando la interpretacién en términos de
la transformada de Laplace, lo que en realidad demuestran es que, dada una serie
de potencias u € Q[y] cuyo radio de convergencia es estrictamente positivo, si el
resultado de aplicar el operador diferencial L = y?d/dy + (y — 1) a u es el desarrollo
en serie de una fraccién racional, entonces la serie de partida u era ya una fracciéon
racional. En su demostracién original, Bézivin y Robba deducian este enunciado de
un criterio de racionalidad de Polya—Bertrandias. Poco después, Beukers [5] encontrd
una demostracién elemental, en la que explota una informacién que ya conocemos,
que si g(y) es una fraccién racional sus polos estdn contenidos en el conjunto de
los 1/a;, para ver directamente que la serie de potencias

(y—1/a))V - (y = 1/a;)VG(y)

es un polinomio para un entero N suficientemente grande.

5. LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE LAS FUNCIONES F

Estudiando la demostracién de Bézivin y Robba, André [2] se dio cuenta hacia
el ano 1997 de que detras de ella se escondia un teorema general sobre la estructura
de las ecuaciones diferenciales de las funciones E. Dado un operador diferencial que
anula una serie de potencias, cualquier otro multiplo por la izquierda también la
anula, asi que solo podremos decir algo interesante sobre las ecuaciones diferenciales
de una funcién F si suponemos que cumplen una cierta propiedad de minimalidad,
por ejemplo que son de orden minimal entre todas las que la anulan.
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TEOREMA 5.1 (André). Un operador diferencial L de orden minimal que anula una
funcion E distinta de cero admite una base de soluciones holomorfas alrededor de
todo punto distinto del origen en el plano complejo.

Recordemos que el teorema de Cauchy implica que la propiedad del enunciado
es cierta alrededor de todo punto que no es una singularidad de L. El teorema de
André no dice que la tnica singularidad de L sea z = 0. Pueden existir otras sin-
gularidades, pero se trata de singularidades triviales, alrededor de las cuales existe
una base de funciones univaluadas, sin monodromia. Por ejemplo, ya hemos visto
que f(z) = (z — 1)e* es solucién del operador diferencial L = (z — 1)d/dz — z, que
es de grado minimal entre los que anulan esta funciéon E. Este operador tiene una
singularidad en z = 1, pero eso no impide que exista una base de soluciones holo-
morfas alrededor de este punto, en este caso dada por la funcién ze**!. Derivando
una vez mas, se obtiene f”(z) = (z + 1)e*, de modo que f(z) es también solucién
de la ecuacién diferencial con coeficientes constantes

f"(z) =2f'(2) + f(2) = 0.

En esta situacién muy particular, no hay ninguna singularidad en el plano complejo.
En general, André demuestra que la unica singularidad posible en el plano complejo
de un operador diferencial de grado minimal en z que anula una funcién E es el
origen. Son los llamados E-operadores, y la demostracion del teorema 5.1 pasa por
un estudio fino de las propiedades aritméticas de sus transformadas de Fourier, que
son los operadores que se obtienen remplazando formalmente en la expresiéon de L
la variable d/dz por z y la variable z por —d/dz. Por ejemplo, la transformada de
Fourier de (z — 1)d/dz — z es el operador diferencial (1 — 2)d/dz — (z + 1).

Un operador diferencial L de orden minimal que anula una funcién E goza de
varias propiedades notables de «permanenciay, como las llama André. La primera es
que el simple hecho de que haya una funcién E distinta de cero entre sus soluciones
implica que alrededor de todo punto algebraico no nulo « del plano complejo existe
una base de soluciones de la forma fi(z — «),..., fr(z — a), donde fi,..., f, son
funciones E. Como el origen es casi siempre una singularidad, hay que tener mas
cuidado al formular la propiedad de permanencia alrededor de este punto: André
demuestra que existe una base de soluciones que son combinaciones lineales de lo
que me gusta llamar «funciones E con monodromia» 2%(log 2)? f(z), donde a es un
nimero racional y b un entero mayor o igual que 0. Otra propiedad de permanencia
sorprendente es que si una soluciéon se anula en z = 1, entonces todas lo hacen.

COROLARIO 5.2. Sea f(z) € Q[z] una funcién E no nula con coeficientes racionales
y sea Lf = 0 una ecuacién diferencial de orden minimal. Si f(1) = 0, entonces todas
las soluciones de L se anulan en z =1, que por lo tanto es una singularidad de L.

El corolario se deduce del teorema utilizando la observacion de que si f es una
funcién E con coeficientes racionales tal que f(1) = 0, entonces g(z) = f(z)/(z — 1)
sigue siendo una funcién E. Es, en cierta medida, una generalizacién del teorema
sobre los polinomios exponenciales, salvo que si la aplicamos a ese caso la conclusién
es mas débil (dice que el cociente es una funcién E, en lugar de la informacién més
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precisa de que es un polinomio exponencial), y eso explica que el enunciado sea
considerablemente mas facil de demostrar. De hecho, es un ejercicio a partir de la
definicién. En efecto, si L es un operador diferencial que anula f(z), entonces L-(z—1)
anula g(z). Escribiendo f(z) =Y .7, an%, tenemos

S n n

z ak

g9(z) = g bnﬁ con b, =-n! E R
n=0 k=0

Como k! divide a n! si k < n, los coeficientes b,, son combinaciones lineales con coefi-
cientes enteros de los coeficientes ag, . . . , a4y, y la misma cota para los denominadores
comunes de la funcién f(z) sigue siendo vélida para la funcién g(z). Para estimar el
valor absoluto de los coeficientes, usamos la hipétesis f(1) = 0 para escribir

= a
k
bn:n' E,

k=n+1

cuyo valor absoluto podemos a continuacién estimar facilmente: si |a,| < C",

& k n 2
|bn| Sn!Z% Sn!% (1+C+gl+-~) < CmeC.

k=n
Esta cota completa la demostracién de que f(z)/(z—1) es una funcién E. La hipdtesis
de que los coeficientes de f(z) son niimeros racionales no es en realidad necesaria,
pero el resultado es més dificil de demostrar en el caso general porque, a partir de la
condicién f(1) = 0, no solo hay que deducir una cota superior para |a,| sino también
para |o(ay,)| para todo automorfismo o € Gal(Q/Q). En [4], Beukers explica cémo
demostrarlo utilizando un poco de teoria de Galois diferencial.

Una vez que sabemos que g(z) es una funcién E, podemos completar la demos-
tracion del corolario como sigue. Sea L un operador diferencial de orden minimal
que anula f(z). Entonces L - (z — 1) es un operador diferencial de orden minimal
que anula g(z). Aplicado a este dltimo operador, el teorema 5.1 afirma que existe
una base de soluciones holomorfas fi(z —1),..., f-(z — 1) alrededor de z = 1. Por
tanto, L admite la base de soluciones holomorfas (z—1)f1(z—1),...,(z— 1) fr(z—1)
alrededor de z = 1, y todos los elementos de la base se anulan en z = 1. Si 2 =1 no
fuese una singularidad de L, esta informacién contradiria el teorema de Cauchy.

De manera totalmente sorprendente, André descubrié que el corolario 5.2 se pue-
de utilizar para hacer demostraciones de trascendencia de naturaleza muy distinta
a la que estamos acostumbrados; por eso tituldé su articulo Trascendencia sin tras-
cendencia [3]. Es la manera en la que él y Beukers demuestran la versién definitiva
del teorema de Siegel-Shidlovsky que hemos enunciado en la seccién 3. A titulo
de ejemplo, veamos cémo deducir el teorema de Hermite-Lindemann—Weierstrass.
Consideremos, como en la seccion 4, la funcién E con coeficientes racionales

f@ = II (oBees + ot a(B)en@?),

c€Gal(K/Q)
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que no es idénticamente cero, salvo que todos los ; lo sean, porque las funciones e***

son linealmente independientes para distintos valores de «;. Como para todo poli-

nomio exponencial en el que los polinomios que multiplican a las exponenciales son

constantes, existe un operador diferencial de orden minimal con coeficientes cons-
. .7 . s oz . .7

tantes que anula esta funcién. Por ejemplo, Y =1 3j€%7% es solucién del operador

L=(f—a) (i —ar).
Como z = 1 no es una singularidad de L, del corolario 5.2 se deduce que f(1) es

distinto de cero, es decir, que la combinacién lineal S1e*t + --- + B,.e%" es distinta
b b
de cero si al menos uno de los 3; es no nulo.

6. UNA FUENTE GEOMETRICA DE FUNCIONES F

La funcién de Bessel Jj(z) no solo admite la representacién en serie de potencias
que hemos tomado como definicién, sino también la representacién integral

G i (e-t) dr
Jr(2) = : /z|—1 SR

211

(1IN

En efecto, el lado izquierdo es igual a

SR (L ) ) 6

m=0

y utilizando el teorema del residuo vemos que la integral que queda es el coeficiente
de grado k de (z—1)™, que solo es no nulo, igual a (—1)" (***), cuando m = 2n+k.
Esta representacion sugiere estudiar las funciones de periodos exponenciales

/a e ', (6.1)

donde h es una funcién algebraica, w es una forma diferencial algebraica y o es
un dominio que hace que la integral converja en un sector que emana del origen.
Podemos tomar un ciclo compacto, como el circulo unidad en el caso de Ji(z), o un
dominio no compacto, siempre y cuando Re(h) tienda a 400 a lo largo de su borde.

Muchas de las caracteristicas de las funciones de Bessel son el reflejo de propieda-
des generales de las funciones (6.1). Para explicarlas, se introduce una cohomologia
de de Rham adaptada a este tipo de integrales, que va a indicarnos cudles son las
formas diferenciales w que dan lugar a integrales independientes. La idea es deducir
del teorema de Stokes y del calculo de la diferencial del integrando

d(e=*"w) = e " (dw — d(zh) Aw)

que, si la diferencia entre dos formas diferenciales se puede escribir como dn—d(zh)An
para algtin 7, entonces sus integrales de periodos exponenciales coinciden.
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En el caso de las funciones de Bessel, este razonamiento nos lleva a interesarnos
por el conticleo de la aplicacién

Clz,2™ ] — Clz, 2™ ]dz
P+ (P'— 3(1+1/2”)P) dx.

Como la funcién h = %(az — 1/x) tiene un polo en z = 0, el espacio relevante para
estudiar este problema es el plano complejo menos el origen, y una funcién alge-
braica en este espacio es un polinomio de Laurent. El codominio de la aplicacién
es el C-espacio vectorial generado por las formas diferenciales z"dx para todo ente-
ro n, pero calculando la imagen de distintos valores de P obtenemos relaciones en

el contcleo. Por ejemplo, si P es el polinomio constante igual a 1, el calculo
(P’ — 2(1 +1/2®)P) dz = —%(dx + dz/2?),

muestra que las formas diferenciales dr y —dz/x? definen la misma clase en el
conticleo, y dando a P el valor 1/z* se obtiene la relacién

dz dx dz

A partir de ahi, es un ejercicio ver que el conticleo tiene dimension 2 y que se pueden
elegir como generadores dos formas diferenciales «consecutivasy % y %.
De la relacién entre formas diferenciales (6.2) se deduce de inmediato una relacién

de recurrencia entre funciones de Bessel de érdenes k — 1, k' y k+ 1, a saber
z2Jp11(2) = 2kJp(2) — 2Jk—1(2),

que es el caso m = 1 de la relacién (1.3) en la que aparecen los polinomios de
Lommel. Ademas, el hecho de que el contcleo sea de dimensién 2 implica que la
funciéon de Bessel es solucién de una ecuacién diferencial de orden 2. En efecto, al
derivar dos veces bajo el signo integral obtenemos las tres formas diferenciales

2
dz 1 1\ dz 9 1 1 dx
y, como el conticleo es de dimensién 2, tiene que existir una relacién lineal entre sus
clases. Conociendo la ecuacién diferencial, no es dificil comprobarlo:

2V (w)+2V(w) + (22 — k*)w
22 dx 2z dw <22 2) dv  zdr 2 dx
+

2 U)okl 2k T 4 gkl

T4 gkH3 T g k2

y aplicando repetidamente (6.2) vemos que el lado derecho se anula en el contcleo.

Nos gustaria pensar en las funciones de periodos exponenciales (6.1) como una
fuente geométrica de funciones FE, e incluso especular que todas se pueden obtener
asi. Sin embargo, hay dos razones por las que (6.1) no es exactamente una funcién E.
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La primera ya la hemos visto en el caso de las funciones de Bessel: hace falta dividir
la integral por un factor trascendente para que la serie de potencias tenga coeficientes
algebraicos. En este caso, ese factor es el periodo

d
27Ti=/ ad
|z|=1 ¥

que aparece como el valor de la integral en z = 0. La segunda razén es que, cuando
integramos sobre un dominio no compacto, la integral no suele definir una funcién
entera, y hay que tener cuidado con la monodromia. Por ejemplo, en el caso de la
funcién de Bessel, hay un segundo dominio de integracion que da lugar a una integral
independiente: el camino no compacto o que parte del origen por la izquierda (para
que —1/x tenga parte real muy positiva) y contintia hasta +o0o por el eje real (donde x
tiene parte real muy positiva) después de haber girado un poco para evitar cruzar
la singularidad. La funcién de periodos exponenciales correspondiente

_z _ 1 dl’
(Ae et

es también solucién de la ecuacién diferencial de Bessel y forma, junto a Ji(z), una
base de soluciones. En los tratados clasicos se llama funcién de Bessel de segunda
especie. En [11], Jossen y yo demostramos que estas son las inicas obstrucciones:

TEOREMA 6.1 (Fresin—Jossen). La funcion fg e *hw se puede escribir como una
combinacion lineal de funciones E con monodromia,

2 (log 2)"" fi(2)

con coeficientes en el anillo generado por los periodos, los valores de la funcion
gamma en argumentos racionales y la constante v de Fuler.

Por ejemplo, en el caso de la funciéon de Bessel de segunda especie que acompana
a Jo(2), la funcién E que aparece en la descomposicién segin la monodromia es

> G (3)"

donde H,, =14 1/2+ --- + 1/n son los nimeros arménicos. Esta funcién resulta
ser de tipo hipergeométrico, pero un estudio sistemaético de otros ejemplos parecidos
fue el que nos permiti6 responder en [10] a la pregunta de Siegel.
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