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1 Introduction

Les courbes elliptiques sont a priori parmi les objets les plus “simples” de la géométrie
algébrique. En effet, une définition possible de courbe elliptique € sur un corps K (disons al-
gébriquement clos pour commencer) est une courbe projective plane cubique non-singuliére.
Si l'on considére que la géométrie algébrique est I’étude des solutions de systémes d’équa-
tions polynomiales a plusieurs variables, on est ici dans le cas d’1 équation de degré 3 en
2 variables, soit le premier cas a considérer au-dela des droites et des coniques. Dans ce
langage, on a donc

EK)={lz:y:2] € PX(K), f(z,y,2) =0}

ou f(X,Y,Z) € K|X,Y,Z]3 est un polynéme homogene de degré 3 irréductible dans 1’an-
neau factoriel K[X,Y, Z]. La condition de non-singularité en un point P = (x,y, z) de &
s’écrit selon le critere Jacobien habituel : (g—)f((P), g—}{(P), g—é(P)) # (0,0,0) et, dans ce cas,
la droite de P? d’équation

of
0X

——(P )X+§—}Ji( )Y +

of

a7 0% =0

est la tangente a € en P (c¢’est-a-dire que dans chacune des cartes affines définies par Z # 0,
Y # 0 et X # 0 contenant P, la droite est bien la tangente au sens habituel de la géométrie
affine. Exercice : le vérifier).

L’inconvénient de ce langage est qu’a priori, plusieurs équations définissent des objets
isomorphes au sens de la géométrie algébrique. On peut par exemple faire des changements
linéaires de coordonnées (ie faire agir PGL3(K') sur P?(K)), afin de simplifier I’expression
de f(X,Y, 7). Voici un exemple.

PROPOSITION. — Il existe un changement linéaire de coordonnées tel que f prend la
forme suivante, dite “forme normale” ou “forme de Weierstrass généralisée”

fX,)Y,2)=Y?Z+aYXZ+a3YZ? — (X? 4+ aoa X7 + ays X 7% + ag Z*)
Si de plus, car(K) # 2,3, alors on peut méme mettre f = 0 sous “forme de Weierstrass”
Z2Y? =X+ aZ’X + bZ°.

Démonstration. Passer de la forme normale a la forme courte en caractéristique différente
de 2 et 3 est facile; on pose Y/ =Y + 4 X + ©Z pour éliminer a; et az, puis on pose
X' = (X + %Z) pour éliminer as.

Avant de continuer, on remarque que lorsque f est sous forme normale, alors le point
O =[0:1:0] est le seul point d’intersection de & avec la droite a l'infini Z = 0, qui est

donc tangente a £ en O, et la Hessienne H; = det( ) de f s’annule en O (autrement

X, X
dit O est un point d’inflexion : le contact entre la tangente et la courbe est de multiplicité

> 2).
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Réciproquement, si O annule f alors le coefficients de Y? dans le développement de f
doit étre nul. Si de plus la tangente en O est la droite a I'infini Z = 0, alors le coefficient
de XY? doit étre nul. Dans ce cas H(O) est 8 fois le coefficient de XY? donc celui-ci est
nul si H;(O) = 0, au moins en caractéristique # 2. Mais alors le coefficient de X ne peut
étre nul car Z ne divise pas f. Apreés rescaling, on peut le rendre égal & 1 et on voit que f
est sous forme normale.

Revenant au cas général, il suffit donc de trouver un point d’inflexion de &£, et de
I’envoyer par un changement de coordonnées sur O de maniére a ce que la tangente soit
Z = 0. L’ensemble des points d’inflexion est I'intersection de £ et du lieu d’annulation de
la Hessienne, qui est aussi une cubique. Cet ensemble est non-vide (le théoréme de Bezout
nous dit méme qu’en comptant les multiplicités, il y a 9 points d’intersection). O]

Remarque. — La preuve donnée fournit I'existence d’une forme normale pour K algébri-
quement clos de caractéristique # 2. Le résultat est valable en fait pour K parfait, pourvu
que E(K) soit non vide. On en donnera une preuve a partir de la “bonne” définition de
courbe elliptique (cf ci-dessous).

Remarque. (Points singuliers) — Si f est un polynéme cubique sous forme de Weiers-
trass, alors le lieu d’annulation de f dans P? est la réunion de {O = [0: 1: 0]} et du lieu
d’annulation dans A? de I’équation affine

v =2 +ax +b.

Les seuls points singuliers possibles sont dans A? et de la forme (0, zg) ot  est une racine
multiple de X3 + aX + B. Ainsi la condition de non-singularité de £ équivaut a la non
nullité du discriminant A = —(4a® + 27b%) de ce polyndome. De plus, si celui-ci est nul, on
voit qu’il y a exactement 1 point singulier dans la courbe f = 0 et qu’il est a coordonnées
dans K (méme si K n’est pas algébriquement clos). Un changement de variable 2’ = z —x
met alors I'équation sous la forme 3? = 22(x — x1) sur K. Sur K on peut par changement
de variables se ramener a I'une des deux équations y? = x3 (cusp) ou y? = 2?(x — 1) (point
double).

Remarque. (changements de coordonnées) — Le sous-groupe de PGL3(K) qui stabilise
O et la droite a I'infini Z = 0 est un groupe de matrices triangulaires (supérieures si on
ordonne la base Y, X, 7). 1l agit par automorphismes affines sur le plan affine Z # 0. En
tenant compte que les coefficients de 2% et y? doivent étre égaux a 1, on voit que les seuls
tels automorphismes qui préservent la propriété d’étre sous forme normale sont donnés
par (z,y) — (u?z’ + 7, u®y + usx’ +t). De méme les seuls changements de coordonnées
affines préservant la propriété d’étre sous forme de Weierstrass sont de la forme z = u?2/,
y = u3y’. Nous verrons plus tard que si f et f’ sous forme normale définissent des courbes
elliptiques “isomorphes” (a définir plus loin), alors f” se déduit de f par un changement de
coordonnées comme ci-dessus.

Remarque. (Invariant j) — Supposons car(K) # 2,3 et f sous forme de Weierstrass

y? = 23 4+ Az + B. On définit j = 123@%. On vérifie facilement qu’il est invariant
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par changement de coordonnées préservant la forme de Weierstrass. De plus, si f' = 23 +
A’z + B’ est une autre forme de Weierstrass avec j' = j, alors A3B? = A®B? et, si K est

algébriquement clos, on peut trouver un changement de coordonnées transformant f an f’
(prendre u = (B/B")Y/% si B’ # 0 et u = (A/A’)/* sinon).

Nous verrons bientét comment utiliser le langage intrinséque de la géométrie algébrique
moderne pour nous affranchir de la présentation de £ comme courbe plane et nous définirons
plutoét une courbe elliptique comme une courbe compléete lisse géométriguement connexe
de genre 1 et munie d’un K-point. Nous reprouverons notamment 'existence des formes
normales a 1’aide du théoréme de Riemann-Roch.

1.1 Courbes elliptiques sur C

Lorsque K = C, on sait associer une surface de Riemann & toute courbe algébrique
lisse, et cette opération conserve le genre. En particulier, la surface de Riemann associée a
une courbe elliptique £ est de genre 1 donc de la forme C/A avec A = A, := Z + Z7 un
réseau de C. Ici 7 est dans le demi-plan supérieur H = {z € C,(2) > 0}.

Réciproquement, si 7 € H, la surface de Riemann C/A, est algébrisable en une courbe
elliptique. Une maniére concréte de le voir est d’utiliser les fonctions de Weierstrass. La

série en z € C
-2
w%\: (x —w)
converge normalement sur tout domaine fondamental pour A,, une fois qu’on enléve le
nombre fini de termes qui y ont un péle. Cette fonction est donc A,-périodique, holomorphe
en dehors de A, et posséde des poles d’ordre 3 en chaque w € A. Elle admet une primitive

de la forme ) )
o=zt 3 (Gmop )

weA-\{0}
elle aussi A,-périodique et méromorphe, mais avec des poles d’ordre 2 en w € A,. Ainsi @,
et @/ descendent en des fonctions méromorphes sur C/A; ayant un pole d’ordre 2 et 3 en
0. En raisonnant sur les poles possibles d’une fonction méromorphe générale sur C/A,, on
peut montrer que le corps des fonctions méromorphes sur C/A; est Mc/x, = C(p,, ©.).
A I'aide du développement limité de p au voisinage de 0 (qui est de la forme p(z) =
%+ 222+ 224+ 0(2")), on montre que la fonction méromorphe

2
o7 — 497 + ga(T)pr + g5(7)
est holomorphe, donc constante, puis nulle. Ici gy et g3 sont les séries d’Fisenstein
1
7) := 60 Z o et gs(7) := 140 Z
weA\{0} weA\{0}

Ceci montre que 'application

C/A; — P*(C), 2 # 0 [p(z) : ¢'(x) : 1], 0 [0:1:0]

4
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est un isomorphisme de C/A, sur la surface de Riemann associée a la courbe elliptique
d’équation y? = 423 — go(7)x — g3(7).
On sait (ou on vérifie) que deux surfaces de Riemann C/A; et C/A, sont biholomorphes

si et seulement si 7" est de la forme Z:rrs, i.e. dans l'orbite de 7 pour P'action de SLy(Z) par
3

homographies sur H. Par ailleurs, I’invariant modulaire j(7) := % introduit plus haut
2 3

est ici une fonction holomorphe en 7 € H et invariante sous SLy(Z). On peut munir le quo-
tient SLy(Z)\H d’une structure naturelle de surface de Riemann (quotient par une action
proprement discontinue d’un groupe discret) et montrer que j induit un biholomorphisme
SLy(Z)\H 4 C. Les courbes elliptiques sur C sont donc paramétrées par leur invariant
modulaire, lequel peut prendre n’importe quelle valeur complexe.

Lorsque g2(7)gs(7) # 0, ce qui équivaut a j(7) # 0,1728, un changement de variable
(z,y) = ((93/92)7", (93/92)*/*y')) permet de donner I'équation FE; : y? = 423 — j_217?28
% pour “la” courbe associée a I'invariant j. Sinon, “la” courbe d’équation y? = 23 + 1
a pour invariant j = 0 et celle d’équation y* = 23 + 1 a pour invariant j = 1728

Si K est un sous-corps de C, on dit qu’une courbe elliptique complexe est “définie
sur K7 si elle peut étre définie par une équation cubique plane & coefficients dans K. Si
on met cette équation sous la forme de Weierstrass y? = 2 + Ax + B, alors son invariant
j= % est manifestement dans K et, réciproquement, si j est dans K alors F; définit
une courbe elliptique sur K d’invariant j. Néanmoins, il y a en général plusieurs classes
d’isomorphisme de courbes elliptiques sur K ayant le méme invariant j.

xr —

1.2 Loi de groupe

La surface de Riemann associée a une courbe elliptique complexe est visiblement munie
d’une structure de groupe dont la multiplication et 'inverse sont holomorphes. De maniére
remarquable, cette loi est en fait algébrique et définie sur le corps de définition Q(j) de
la courbe. Pour tout corps K C C contenant j, I’ensemble des points rationnels E;(K)
(solution de E; a valeurs dans K') est donc un sous-groupe de E;(C).

Plus généralement, sur un corps parfait de caractéristique quelconque, les points ration-
nels £(K) sont munis d’une loi de groupe. Lorsqu’on voit £ comme une “courbe de genre
1 munie d’un point rationnel”, on se servira du théoréme de Riemann-Roch pour définir
cette loi, et du point rationnel comme élément neutre.

Lorsqu’on voit £ comme une cubique plane, il y a un procédé géométrique pour construire
cette loi. Le point clef est que I'intersection de £(K) avec toute droite de P? consiste en 3
points (comptés avec multiplicité) P, @, R. En effet, si aX + bY + cZ = 0 est ’équation de
la droite et ¢ # 0 (par exemple) alors [X : Y] sont des coordonnées projectives sur cette
droite (ie [z : y : 2] — [z : y] est un isomorphisme de la droite sur P') dans lesquelles
I'intersection est le lieu d’annulation du polynome f(X,Y, —2X — f—jY), qui est homogéne
de degré 3 et non nul (sinon I’équation de la droite diviserait f). Remarquons que si P, @
sont deux points K-rationnels alors R aussi. En effet, la droite (PQ) et la courbe étant
définies sur K, leur intersection l'est aussi et est stable sous Gal(K/K). Si P et Q sont
fixes par Galois, alors R Iest aussi donc est rationnel.
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Donnons-nous maintenant un point rationnel O de £ (qu’on suppose exister par défi-
nition d’une courbe elliptique). Notons P - @ le troisiéme point d’intersection de la droite
(PQ) avec € (qui peut éventuellement étre P ou Q) et posons P& Q := O - (P - Q).
La commutativité de cette opération et le fait que O est élément neutre sont clairs. De
plus le point P - (O - O) est inverse de P. Mais I’associativité n’est pas facile a voir dans
ce langage. Lorsque f est sous forme de Weierstrass y*> = z3 + Az + B on peut expli-
citer les coordonnées de P @ @ (cf Silverman IIL....) en fonction de celles de P et @ et
vérifier laborieusement l’associativité. Notons que le passage & l'inverse est simplement
P=x:y:zl—»—-P=x:—y:z.

Dans Hiisemoller ou Milne, on trouve une approche géométrique pour prouver 1’as-
sociativité, qui repose sur le théoréme suivant : si 2 cubiques de P? (pas nécessairement
irréductibles) s’intersectent en 9 points distincts et si une troisiéme cubique de P? passe
par 8 de ces points, alors elle passe par le 9éme! Soient alors P, (), R trois points de £. On
veut montrer que (P@® Q) - R = P-(Q & R). On considére la cubique C; réunion des trois
droites (P,Q), (0,Q - R) et (R, P @ ) ainsi que la cubique Cy réunion des trois droites
(Q,R), (O,P-Q) et (P,Q @ R). Les trois coniques C7,Cy et £ passent par les 8 points
suivants O, P,Q, R, P - Q,P ® Q,Q - R,Q & R. Le point (P @& Q) - R est le 9éme point
d’intersection de & et C et le point P-(Q @ R) est le 9¢éme point d’intersection de & et Cs.
IIs doivent donc étre égaux. Bien-siir tout cela ne fonctionne bien que dans une situation
générique ou tous les points considérés sont distincts...

1.3 Théorémes et conjectures célébres

Un des buts principaux de la géométrie “arithmétique” est d’étudier les ensembles de
solutions sur Q de polynomes sur Q. Par exemple, si C est une conique plane donnée par
une équation f € Q[X,Y, Z] homogéne de degré 2, 'ensemble C'(Q) des points rationnels
peut étre vide (exemple f = X? + Y? + Z?), mais s’il ne lest pas et dés qu’on connait
un point rationnel P € (', alors on peut trouver tous les autres facilement. En effet, tout
droite rationnelle de P? passant par P recoupe C en un autre point ), qui doit étre fixe
par Galois puisque I'ensemble {P, Q} est stable sous Galois. De plus, tout point rationnel
de C' s’obtient évidemment ainsi. On a donc une paramétisation des points rationnels par
PH(Q) (exemple : f = X?+Y?— Z?2 appliquer ce principe pour trouver la paramétrisation
[u 2 v] = [u? — v? : 2uv : u? + v?] des solutions rationnelles).

Dans le cas des courbes elliptiques, partant de 2 points rationnels, on peut en fabriquer
un troisiéme, et on peut se demander de combien de points il faut disposer pour les trouver
tous en itérant ce procédé. Un des résultats phares de ce cours affirme qu’il suffit d'un
nombre fini :

THEOREME. (Mordell, 1922) — Le groupe £(Q) d’une courbe elliptique sur Q est un
groupe abélien de type fini.

On peut donc décomposer £(Q) = E(Q)iors BZ", 01l E(Q)ors st le sous-groupe (fini) de
torsion et 7 est le rang de £. Le premier est assez bien compris, méme si la preuve restera
hors de portée de ce cours :
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THEOREME. (Mazur, 1977) — Le groupe E(Q)tors est soit isomorphe & Z/nZ avecn < 12
et n # 11, soit isomorphe a Z/27 & 7Z./2mZ avec m < 4.

Le rang r d’une courbe elliptique sur Q est beaucoup plus mystérieux. On ne connait
pas d’algorithme pour le calculer. On pense qu’il peut étre arbitrairement grand, mais la
meilleure minoration connue est 28. Un théoréme de Bhargava (qui lui a valu la médaille
Fields) affirme que le rang “moyen” est < 1. Le probléme ouvert le plus célébre sur le rang
r est la conjecture de Birch et Swinnerton-Dwyer qui fait intervenir la fonction L de la
courbe elliptique. La définition de cette fonction fait intervenir les “réduction modulo p”
de £.

Supposons € donnée par une équation de Weierstrass y?> = 2° 4+ Az + B avec A, B € Q.
Par un changement de coordonnée ¢/ = u3y et 2’ = u?x, on peut se ramener & A, B € Z et
ce de maniére “minimale”, i.e. en gardant A = 4A3 + 2782 minimal. On peut alors réduire
cette équation modulo p. On trouve une cubique, qui est lisse si p ne divise pas 2A, donc
une courbe elliptique sur F,. Le groupe des points rationnels £(F,) est fini et on écrit
traditionnellement son cardinal sous la forme |E(F,)| = 14 p — a,. On a alors l'estimée
suivante, due & Hasse :

THEOREME. (Hasse, 1933) — |a,| < 2,/p.
Il s’ensuit que le produit Eulérien partiel

1
H 1 —s —2s’ 5 € C
(p2A)=1 " app~* +p

ﬁpp_s pour les p
divisant A, avec a, = 1, —1 ou 0 selon la nature de la singularité de la courbe réduite. On
obtient ainsi une fonction L(E, s) a priori définie seulement sur le demi-plan R(s) > 3/2.

Le théoréeme suvant découle des travaux de Wiles, Taylor, Breuil, Conrad et Diamond.

converge pour R(s) > 3/2. On compléte ce produit par des facteurs

THEOREME. (1993-1998) — La fonction L(E,s) a un prolongement analytique a C.
On peut maintenant énoncer la conjecture étonnante de Birch et Swinnerton-Dwyer :
CONJECTURE. — Le rang r de & est Uordre d’annulation r., de L(E,s) en s = 1.

La conjecture est supportée par de nombreux calculs effectués sur ordinateur. Le meilleur
résultat général connu est di a Kolivagin (et Gross-Zagier) et dit que la conjecture est vraie
pour & telle que r,, < 1.

Voici un autre résultat récent remarquable, qui était resté ouvert pendant 50 ans
(conjecture de Sato-Tate) et qui concerne la distribution des a, dans I'intervalle [—2,/p, 2,/p].

THEOREME. (Taylor et al., 2008) — Si £ n’a pas multiplication complexe et si on écrit
a, = 2,/pcos(6,) avec 8, € [0, 7], alors les 0, sont équirépartis dans l'intervalle [0, 7] pour
la mesure 2 sin(6)?d0.



Sorbonne Université Master de Mathématiques

1.4 Quelques applications

Théoréme de Fermat. La seule démonstration connue du grand théoréme de Fermat
consiste, suivant une idée originale de Hellegouarch reprise par Frey, a partir d’une éven-
tuelle solution rationnelle non-triviale de a™ + b" = ¢" et démontrer que la courbe £
d’équation y* = z(x — a™)(z — b™) ne peut pas exister. Serre et Ribet avaient démontré
(’80) que la fonction L(FE,s) d’une telle courbe ne pouvait pas étre égale a une fonction
L(f,s) de forme modulaire de poids 2 (cf cours sur les formes modulaires). Mais Wiles,
Taylor et al ont montré (1994) que toute courbe elliptique sur Q est “modulaire” en ce sens.

Nombres congruents. Un entier n est dit congruent s’il est ’aire d’'un triangle rectangle
dont les cotés sont rationnels, i.e. sil existe a,b,c € Q* tels que a® +b*> = % et n = %ab.
Déterminer quels nombres sont congruents est un probléme trés ancien et encore ouvert.
En 1983, Tunnel a observé que n est congruent si et seulement si la courbe elliptique &,
d’équation y? = 2® — n%x posséde un point rationnel avec y # 0. En effet, il suffit alors de
poser a = ""”2;—”2, b= 2”7""” et ¢ = £ Up point rationnel avec y # 0 ne peut pas étre de
torsion, donc on voit que n est congruent si et seulement si le rang r de &, est > 0. Sous la
conjecture de Birch et Swinnerton-Dwyer, Tunnel a ensuite donné des critéres calculables

pour que n soit congruent ou non.

Algorithmique. Les courbes elliptiques sur QQ sont utilisées dans les algorithmes les plus
rapides & ce jour pour la factorisation des entiers et les tests de primalité.

Cryptographie La méthode de Diffie-Hellman pour que deux parties échangent une
information secréte d’un observateur extérieur utilise un groupe cyclique C' muni d’un
générateur P, et fonctionne d’autant mieux qu’il est difficile de trouver, pour @) € C, un
entier n tel que () = n.P. Les groupes multiplicatifs de corps finis, F avec p trés grand,
sont par exemple de bons candidats (les meilleurs algorithmes & ce jour pour calculer
le logarithme discret dans ces groupes requiérent un temps “sous-exponentiel” en logp).
Mais a ce jour, les meilleurs algorithmes connus pour calculer le logarithme discret dans
un groupe £(F,) sont en temps “exponentiel”, ce qui rend ces groupes plus sirs (et plus
utilisés d’ailleurs) en cryptographie.

2 Rappels et compléments de géométrie algébrique

Le corps k sera algébriquement clos sauf mention du contraire.

2.1 Variétés

Le but est ici de fixer le langage. Les concepts sont supposés avoir été déja rencontrés.
Si ce n’est pas le cas, on pourra consulter le chapitre I du livre de Hartshorne.

Variété projective. A un idéal premier homogéne p de k[Xo,---,X,] est associé un
“espace k-annelé”, i.e. un couple (X, Q) formé d’un espace topologique irréductible et d’un
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faisceau d’anneaux de fonctions réguliéres (U C X ouvert) — OU) C {f : U — k}.
Rappelons briévement que :
— X =V(p)={[zo: - : 2, € P"(k), Vf € p homogene , f(xq, - ,x,) = 0}.
— V/(p) est muni de la topologie de Zariski, dont les fermés sont les V' (I) pour I idéal
homogéne contenant p. Irréductible signifie que tout ouvert non vide est dense.
— Si U est ouvert dans X, une fonction U — k est “réguliére” si pour tout P € U
elle est au voisinage de ce point de la forme [zg : - -+ : 2,] > L20220) avec g et h

h(zo, ,n)
homogénes de méme degré et h ne s’annulant pas en P.

Variété (quasi-projective). Un morphisme d’espaces k-annelé (X,0) — (X', O’) est
une application continue ¢ : X — X’ telle que pour tout ouvert U’ de X' et toute
fonction réguliere f' : U’ — k, la fonction f' o ¢ : f~Y(U) — k soit réguliére. On
appellera variété quasi-projective, ou simplement variété, tout espace annelé isomorphe a
un ouvert d’une variété projective muni du faisceau de fonctions réguliéres restreint a cet
ouvert. Un morphisme de variétés est par définition un morphisme d’espaces k-annelés.
On a ainsi construit une catégorie Vary.

Ezxemple. A™ est un ouvert de P", donc une variété quasi-projective, et toute fonction
réguliére f : X — k induit un morphisme de variétés X — Al

Applications et fonctions rationnelles, dimension. Soit (X, Ox) une variété.

— On note k(X) le quotient de ’ensemble des paires (U, f) avec U ouvert de X et f €
O(U) par la relation d’équivalence (U, f) ~ (U', f') & funur = fiinps- L'ensemble
k(X) est clairement une k-algébre et, puisque X est irréductible, c’est méme un
corps, appelé corps des fonctions rationnelles.

— La dimension de X, notée dim(X), est le degré de transcendence de k(X)) sur k.

— Si (Y, Oy) est une autre variété, une application rationnelle X --+ Y est une classe
d’équivalence de paires (U, ¢) ot U est ouvert de X et ¢ : U — Y est un morphisme
de variétés. On dit qu’elle est dominante si I'image ¢(U) est dense dans Y. Dans
ce cas, on obtient une inclusion k(Y) < k(X) en composant avec les fonctions
rationnelles. Ce procédé définit une équivalence de catégories entre variétés munies
des applications rationnelles dominantes et extensions de k& de type fini.

— Une application birationnelle est une application rationnelle qui admet un “inverse”,
ou encore qui induit un isomorphisme d’un ouvert de X sur un ouvert de Y. Elle
induit alors un isomorphisme k(Y) — k(X) et, inversement, tout tel isomorphisme
provient d’une application birationnelle.

Sous-variétés et immersions. Soit (X, Ox ) une variété et Y un sous-ensemble localement,
fermé irréductible (pour la topologie induite). Notons O(Y') 'ensemble des fonctions Y —
k qui sont localement restriction d’une fonction rationnelle f € k(X) et posons Oy (V) =
O(V) pour V ouvert de Y. Alors (Y, Oy) est une variété (découle des définitions et du
fait qu'un fermé irréductible de P est de la forme V(p) pour p premier homogéne). Une
immersion est un morphisme de variétés dont 'image est localement fermée et qui induit
un isomorphisme sur 'image munie de sa structure de sous-variété.

Anneauzx locauzx, régularité.
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— Pour P € X, 'anneau des germes de fonctions réguliéres en P est noté Op. Il
s’identifie a la sous-k-algébre de k(X) formée des fonctions rationnelles définies en
P, i.e. qui admettent un représentant (U, f) avec P € U. C’est un anneau local
dont I'idéal maximal mp est formé des fonctions rationnelles nulles en P. Le corps
résiduel Op/mp est k.

— La dimension de Krull de Op (longueur d’une chaine maximale d’idéaux premiers)
est dim(X).

— On dit que P est un point non-singulier (ou lisse ou encore simple) si son anneau
local est régulier, au sens ot dimg(mp/m%) = dim(Op) (on a de maniére générale
I'inégalité >). Lorsque P est non-singulier, le k-dual (mp/m%)* est appelé espace
tangent de X en P.

Variétés affines. Soit A une k-algébre de type fini intégre. Notons X = Max(A) l'en-
semble des idéaux maximaux de A. On le munit de la topologie de Zariski dont les fermés
sont les V(I) = {m € Max(A),m D I}. Le localis¢ A, de A en m € Max(A) est un
sous-anneau du corps des fractions Frac(A) de A et son corps résiduel est égal a k par le
Nullstellensatz. Pour chaque ouvert U, notons O(U) le sous-anneau NyeyAm de Frac(A).
On peut voir f € O(U) comme une fonction m € U +— (f mod m) € k. On obtient ainsi
un faisceau de fonctions “réguliéres” dont les anneaux locaux sont les O, = A,. L’espace
annelé (X, O) ainsi obtenu est une variété. En effet, un choix de générateurs de la k-algébre
A fournit une présentation A = k[Xy,---, X,,|/p avec p idéal premier, et le Nullstellen-
satz identifie Max(A) a V(p) et [Hartshorne 1.3.2] montre que les faisceaux de fonctions se
correspondent, de sorte que Max(A) s’identifie a la sous-variété fermée V(p) de A",

Remarquons que k(X) = Frac(A), dim(X) = dim(A) et O(X) = A. De plus, pour toute
autre variété Y, Papplication Homy,, (Y, X)) — Homy_,.(A, Oy (Y)) est une bijection. En
particulier la catégorie des variétés affines est anti-équivalente a celle des k-algébres intégres
de type fini.

Par ailleurs, toute variété posséde un recouvrement fini par des ouverts qui sont des
variétés affines, et dont les intersections sont des variétés affines aussi (on utilise le recou-
vrement habituel de P" pour se ramener a un ouvert de A", lequel est complémentaire d’un
V(fi, -, fr) et donc réunion des ouverts affines { f; # 0}).

Enfin, on a le critére Jacobien de lissité habituel. Si P est un point de V(p) C A" comme

ci-dessus et fi,--- , f. des générateurs de p, alors P est non-singulier si et seulement si la
matrice Jacobienne (%)‘J est de rang n — dim(X) (cf [Hartshorne, 1.5.1]).
J

2.2 Courbes

Une courbe (algébrique!) est une variété de dimension 1. Un fermé d’une courbe est un
ensemble fini. En effet, on peut supposer la courbe affine, disons d’anneau de fonctions A, et
il faut voir que pour tout f € A non nul, {m € Max(A), f € m} est fini. Cela découle du fait
que la k-algébre A/(f) est de dimension 0 donc ses idéaux maximaux sont aussi minimaux
parmi les idéaux premiers et ceux-ci sont en nombre fini puisque A/(f) est noethérienne.
En conséquence, un morphisme entre courbes est soit constant, soit dominant, auquel cas

10
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ses fibres sont finies.

2.2.1 Anneaux réguliers de dimension 1. Un anneau local noethérien (A, m) régulier
de dimension 1 est principal, m étant engendré par tout élément o de m\ m? (par le lemme
de Nakayama). On a m \ m? = A*w et plus généralement m’ \ m™ = A*w’. 1l s’ensuit
que Frac(A) = A[w™!] et que lapplication v : Frac(A)* — Z, v + max{n € N,z €
m”} est une valuation sur K = Frac(A) (i.e. vérifie v(zy) = v(x) + v(y) et v(z + y) >
min{v(z),v(y)}. On dit que A est un anneau de valuation discréte. Notons qu’on retrouve
A a partir de K et v puisque A = {z € K,v(z) > 0} (en posant v(0) = +00). Un anneau
local régulier de dimension quelconque est normal (ie intégralement clos). En dimension 1,
on a la réciproque :

PROPOSITION. — Un anneau local (A, m) noethérien normal de dimension 1 est régulier.

Démonstration. On veut montrer que m est principal. Pour cela, il suffit de trouver x €
Frac(A) tel que zm = A; en effet 27! est alors un générateur de m. Pour tout idéal I de
A, posons I' := {x € Frac(A), xI C A}. Siz €m™ on a zm C m ou zm = A.

Si zm C m alors z € A. En effet, m est un A-module de type fini puisque A est
noethérien, donc x est entier par Cayley-Hamilton, et x € A puisque A est normal.

1l nous suffit donc de montrer que A G m~!. I’ensemble des idéaux I tels que A ¢ [}
est non-vide (car il contient les idéaux principaux) done, puisque A est noethérien, admet un
élément maximal, disons a. Si 'on prouve que a est premier, alors I'hypothése dim(A) = 1
impliquera a = m, et on aura gagné.

Montrons que a est premier. Soient z,y € A t.q. xy € a et x ¢ a. On doit prouver que
y € a. Or, on a (z) + a 2 a et donc, par définition de a, il s’ensuit ((x) + a)~! = A. Soit
alors z € a7\ A. On a zy((z) +a) Caa ' +yaa~! C Adonc zy € ((x) +a)' = A 1l
s’ensuit que z € ((y) +a)~! et donc que ((y) + a~') 2 A. Par définition de a on a donc
(y)+a=aetycEa. H

COROLLAIRE. — Si C' est une courbe affine d’anneau de fonctions A, alors C' est lisse
si et seulement si A est normal.

Un anneau noethérien A de dimension 1 dont tous les localisés sont réguliers est appelé
anneau de Dedekind. D’aprés la proposition précédente, c’est la méme chose qu’un anneau
noethérien normal de dimension 1. Voici une propriété trés importante de ces anneaux.

PROPOSITION. — Soient A un anneau de Dedekind, L une extension séparable finie de
K = Frac(A), et B la cloture intégrale de A dans L. Alors B est aussi de Dedekind, et est
un A-module de type fini.

Démonstration. B est intégre et normal par construction. Montrons qu’il est de type fini
comme A-module. Cela impliquera qu’il est noethérien, et aussi de dimension 1 (et donc de
Dedekind) car chaque idéal premier non nul 3 de B est maximal, puisque B/ est intégre
de dimension finie sur le corps A/(*P'N A) (noter que P N A est non nul, et donc maximal,
puisqu’il contient le terme constant du polynéme minimal d’un élément non nul de ).

11
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Soit by, -+ ,b, une base de L sur K contenue dans B (¢a existe puisque L = Frac(B)).
Puisque L est séparable, la forme K-bilinéaire (b, ") — Try /x (bb') sur L est non dégénérée.
Soit alors b7, --- b’ la base de L “duale” pour cette forme. Pour tout b € B, on a donc
b =", Trr/k(bb;)b;. Puisque A est normal, on a Try/x(B) C A et on en déduit que
B C @, Ab}. Puisque A est noethérien, B est un A-module de type fini. ]

COROLLAIRE. — Si K est une extension finie de k(X), la cloture intégrale A de k[X]
dans K est une k-algébre de type fini et un anneau de Dedekind.

Démonstration. Comme dans la preuve précédente, il suffit de prouver la finitude de A
comme k[X]-module. Si I'extension est séparable, on applique la proposition précédente.
Sinon, on est en caractéristique p > 0 et il existe une puissance g de p telle que K7 C K,
ol K, est la cloture séparable de k(X) dans K. Il s’ensuit que le composé k(X)K? est
séparable sur k(X). Considérons alors le corps composé L = k(X'/7) K dans une cloture
algébrique de k(X). Comme k est parfait, le morphisme z +— x9 fournit un isomorphisme
de l'extension k(XY9) C k(XY9)K sur l'extension k(X) C k(X)K9, montrant que la
premiére est séparable. Maintenant la cloture intégrale de k[X] dans k(X'/9) est k[X/9]
qui est visiblement un k[X]-module de type fini. Donc sa cloture intégrale dans L est aussi
un k[X]-module de type fini grace a la proposition précédente. Et finalement, la cloture
intégrale dans K, étant un sous-module de celle dans L, est aussi de type fini sur £[X]. O

Remarque. — A T’aide du lemme de normalisation de Noether, on montre que la propo-
sition est vraie sans hypothése de séparabilité, si A est une k-algébre de type fini.

Application : normalisation de courbes. Soit C' une courbe affine et A = O(C) son
algebre de fonctions. Notons A la cloture intégrale de A dans k(C). C’est encore une -
algébre de type fini donc elle définit une courbe C. Celle-ci est lisse puisque ses anneaux
locaux sont ceux de A. De plus, I'inclusion A C A induit un morphisme C — €' dominant.
Comme A est entiére sur A, ce morphisme est méme surjectif. On peut montrer (exercice)
que c’est un isomorphisme au-dessus du lieu non-singulier de C. Le morphisme C —
C mérite donc le nom de “désingularisation”. La désingularisation existe en dimension
supérieure, mais c¢’est beaucoup plus compliqué...

Comme la normalisation commute a la localisation, on peut 'appliquer & une courbe
pas affine en la recouvrant par des courbes affines d’intersections affines et en recollant les
normalisations de ces courbes affines. On construit ainsi un espace annelé, mais il n’est pas
évident de voir que c’est une variété.

2.2.2 Courbes projectives lisses. On se donne une extension K de k de type fini et de
degré de transcendence 1. Nous allons construire une courbe projective lisse de corps de
fonctions K et montrer qu’elle est unique a isomorphisme prés. Pour cela, notons

Ck = {valuations v : K* — Z}

et munissons cet ensemble de la topologie dont les ouverts sont les complémentaires d’en-
semble finis. Pour v € Cg on note O, 'anneau de valuation, m, son idéal maximal et
k, = O,/m, son corps résiduel. Ce corps contient k par construction.

12
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LEMME. — C est infini. De plus :
i) Pour toute valuation v € Ck, on a k = k,.

ii) Pour toute f € K*, l’ensemble {v € Ck,v(f) > 0} est fini.

Démonstration. i) Puisque v est non triviale, il existe f € K tel que v(f) > 0. Puisque v est
nulle sur k, 'élément f est transcendant sur k et engendre une algébre k[f] isomorphe a une
algébre de polynomes. L’extension k(f) C K est finie, donc d’aprés le corollaire précédent,
la cloture intégrale A de k[f] est une k-algébre de type fini de dimension 1 et de corps des
fractions K. Puisque k[f] C O, on a aussi A C O,,. De plus, I'idéal m := {a € A,v(a) > 0}
est un idéal maximal de A. En effet, ¢’est un idéal premier non nul (puisqu’il contient f)
dans un anneau de dimension 1. Le localisé A, est contenu dans O, et son corps résiduel
A/m est égal a k par le Nullstellensatz et la type-finitude de A comme k-algébre. Il ne
reste donc plus qu’a prouver que Ay, = O,. Or, A, est lui-aussi un anneau de valuation.
Doncsiz € K\ Ay, onaz™! € A, donc 27! € O, et finalement z € K \ O,, ce qui donne
I'inclusion manquante.

ii) On peut supposer f € K \ k et donc transcendant sur k. Le raisonnement du i)
montre que {v € Ck,v(f) > 0} est en bijection avec {m € Max(A), f € m}, lequel est fini
puisque A/(f) est de dimension 0 et de type fini sur & (c’est un fermé propre de la courbe
affine associée & A).

Reste a montrer que Ck est infini, mais cela découle du fait que Max(A) 'est. ]

Soit maintenant U un ouvert de C'x (donc le complémentaire d’un ensemble fini). Posons

Ox(U) :={f € K[Vv € U,n(f) 2 0} = [ O..

velU

D’aprés le i) du lemme précédent, on a une application
feOkU) — (v fek=k,)

de Ok (U) dans l'ensemble des fonctions U — k. D’aprés le ii) et le fait que U est infini,
c’est une injection. On obtient ainsi un faisceau de fonctions sur Cj dont les anneaux
locaux sont les anneaux de valuation discréte O,, v € Ckx. On a donc construit un espace
k-annelé (Ck, Ok) dont le corps de fonctions rationnelles est manifestement K.

THEOREME. — (Ck, Ok) est isomorphe a une courbe projective lisse.

Démonstration. Soit f € K \ k et A la cloture intégrale de k[f] comme dans la preuve
précédente. Les arguments de cette preuve montrent aussi que 'application

Cry:={{v e Ck,v(f) >0} — Max(A), v —>m,NA

est une bijection de 'ouvert Ck ; de Ck sur Max(A). C’est évidemment un homéomor-
phisme et il découle des définitions que les faisceaux de fonctions réguliéres se corres-
pondent. On a donc un isomorphisme d’espaces k-annelés de Cg ¢ sur la courbe affine
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Max(A). Si Ck,s = Ck \ {v1,--- ,v.} alors en choissant des f; tels que v;(f;) > 0, on
obtient un recouvrement ouvert de Cx par les courbes affines C; := Ck y, et Cp := Ck ;.

Choisissons pour chaque i un plongement affine C; C A™ (autrement dit une présen-
tation k[X1, -+, X,.] = A;) et notons C; la fermeture de C; dans P™ qui est une courbe
projective de corps de fonctions rationnelles K. D’aprés le lemme ci-dessous, il existe pour
chaque 7 un morphisme d’espaces k-annelés. Cx 2+ C; qui prolonge I'immersion ouverte
C; — C;. On en déduit un morphisme Cx —= I C,; et on note que IL C,; est une variété
projective. Soit C' I'adhérence de ¢(Ck) dans [, C;. C’est encore une courbe algébrique
projective de corps de fonctions K. Nous allons montrer que ¢ induit un isomorphisme
Cx — C.

Comme pour tout morphisme d’espaces k annelé, on a pour chaque point v € Ck, un
morphisme local entre germes de fonctions ¢* @ Ogy — O,. Il s’agit ici simplement
d'une inclusion O,y C O, de deux sous-anneaux de K. Lorsque v € Cj, la projection
C — C; envoie p(v) sur v et fournit donc lautre inclusion, de sorte que Oy = O,.
Soit maintenant P un point de C. Son anneau local Op est contenu dans un anneau de
valuation O, (prendre la valuation associée & un idéal maximal de la cloture intégrale de
Op dans K). Or, O, = Oy, on a donc deux points P et p(v) de C tels que Op C O).
Alors P = ¢(v). En effet, on peut trouver une carte affine Max(A) de C contenant les
deux points et ils correspondent alors a deux idéaux maximaux m et n tels que A, C A,
ce qui implique n C m et donc n = m. On a donc la surjectivité de . Son injectivité est
claire. C’est donc une bijection et méme un homéomorphisme. Puisque les morphismes sur
les anneaux locaux sont des isomorphismes, on en conclut que ¢ est un isomorphisme. [J

LEMME. — Soit C' un ouvert de Cx et v € C. Tout morphisme d’espaces k-annelés
v : C\{v} — Y vers une variété projective Y admet un unique prolongement & C.

Démonstration. Quitte a composer avec une immersion fermée Y C P, on peut supposer
Y = P". En raisonnant par récurrence sur n, on peut supposer que o(C \ {v}) n’est
pas contenu dans la réunion des hyperplans de coordonnées. Le complémentaire U de
cette réunion est affine et Op«(U) contient les fonctions XZ-X]-_1 pour 0 < 7,7 < n. Soient
fij € Oc(p™H(U)) C K les fonctions obtenues par composition avec ¢. Prenons k tel
que v(fro) est minimal parmi les v(fiy). Alors pour tout i on a v(fir) = v(frg' fio) = 0
et donc fi, € Oc(p H(U) U {v}). Les X;X, ' sont des coordonnées affines sur 'ouvert
Xy # 0 de P". Il y a donc un unique morphisme ¢~ (U) U {v} — {X} # 0} donné par
w = [for(w) : -+ ¢ fur(w)] (noter que fi, = 1). Ce morphisme prolonge ¢ -1y et se
recolle avec ¢ en un morphisme C' — P" qui prolonge . O

Remarquons que le méme résultat avec la méme preuve vaut si on remplace C' par
n’importe quelle courbe et v par un point régulier P de cette courbe. En particulier, on a
le résultat suivant :

COROLLAIRE. — Soit f: C --+Y une application rationnelle entre une courbe et une
variété projective. Si C est lisse, alors [ est un morphisme (ie est représenté par un couple

(C,9)).
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COROLLAIRE. — Deuz courbes projectives lisses C' et C' de corps de fonctions ration-
nelles K sont isomorphes.

Démonstration. Puisque k(C) = k(C"), il existe des application birationnelles f : C' --» C’
et g : C' --» C “inverses” I'une de I'autre. Par le corollaire précédent, elles se prolongent
en des morphismes ¢ : C' — " et ¥ : ¢ — C'. La composée 1) o ¢ est alors l'identité
sur un ouvert de C, donc sur tout C' par densité. Idem pour ¢ o . ]

Si maintenant on se donne une extension K’ C K entre extensions de k de type fini
et degré de transcendance 1, alors on a vu qu’il lui correspond une application rationnelle
dominante Cx — Cgr. Par ce qui précéde, celle-ci provient d’'un morphisme (nécessaire-
ment unique). En particulier toute fonction rationnelle non constante f € K fournit un
morphisme Cx —% P!. Plus généralement, on a essentiellement prouveé :

COROLLAIRE. — La catégorie des courbes projectives lisses munies des morphismes
dominants est anti-équivalente a la catégorie des extensions de k de type fini et degré de
transcendance 1.

Notons qu'une extension K’ C K comme ci-dessus est nécessairement finie. On définit
le degré d’'un morphisme dominant C' — C’ par deg(y) := [k(C) : k(C")] et le degré
séparable par degy(¢) : [k(C)sep : k(C")].

PROPOSITION. — Un morphisme dominant de courbes projectives est surjectif.

Démonstration. Soit C' — C" le morphisme. En remplacant C' par C ), on se raméne
au cas ou C' est lisse, et de méme pour C’. Soit P’ € C’. En identifiant K’ a p*(K') C K,
son anneau local Op, C K’ est contenu dans un anneau de valuation de K, lequel est
Panneau local Op en un point P de C. L’anneau Op N K’ est un anneau de valuation

de K’ contenant Ops qui est aussi de valuation. Ces anneaux sont égaux. De méme on a
Oup) = (OpN K'), et donc p(P) = P'. O

COROLLAIRE. — Tout morphisme de source une courbe projective est d’image fermée.

Démonstration. Notons que c’est vrai dés que la source est projective (pas nécessairement
de dimension 1). Ici la fermeture C’ := ¢(C') est une sous-variété de Y et le morphisme
C' — (" est dominant, donc C” est de dimension 1 et la proposition dit que p(C') = C’. O

2.2.3 Plongements projectifs. Soit C' une courbe projective lisse et fo, -+, f, € K*.
Il existe un ouvert affine U de C sur lequel les f; sont définies et ne s’annulent pas. On
a donc un unique morphisme U — A"*! associé au morphisme de k-algébres X; — f;.
L’image de ce morphisme est dans A"\ {0} et on peut composer pour obtenir U — P™.
D’aprés la section précédente, ce morphisme se prolonge en un morphisme C' — P". Nous
cherchons ici un critére pour que ce dernier morphisme soit une immersion fermée.

Pour cela notons £ C K le k-sev de K engendré par les f;. Pour P € C' posons
vp(L) = min{vp(f),f € L} et Uy := {P € C,vp(fr) = vp(L)}. Cest un ouvert de
C et les fonctions f;f, ' sont dans O(Uy). Il leur est donc associé un unique morphisme
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Up =5 {X}, # 0} ~ A" C P" envoyant ))((—; sur f;f, *. Concrétement ¢y (P) = [(fof, )(P) :
co (fufH(P)] pour tout P € Uy. 1l est clair que ¢y, et o; coincident sur Uy, N Uj, donc
ces morphismes se recollent pour définir le morphisme C' —— P" qui nous intéresse.

LEMME. — Le morphisme ¢ est une immersion fermée si et seulement si :

i) VP #£QeC,3f € L, vp(f) =vp(L) et vo(f) > vo(L)
ZZ) VP e C, df € L, ’Up(f) = Up(ﬁ) + 1.

Démonstration. Par définition, ¢ est une immersion fermée si et seulement si elle réalise
un homéomorphisme sur son image fermée et si pour tout P € C, le morphisme local
©*Opn opy — Op est surjectif. Montrons d’abord que ceci équivaut a ce que ¢ soit
injective et que pour tout P le morphisme local ¢* induise une surjection mpn p — mp/m%.
En effet, on sait déja que 'image de ¢ est fermée, et vu que les topologies de C et de
son image sont données par les complémentaires de sous-ensembles finis, I'injectivité de
@ implique que c’est un homéomorphisme. Lorsqu’on a un morphisme d’anneaux locaux
A — B tel que A/my ~ B/mp et my — mp/m% il n'est généralement pas vrai que
A — B, mais c’est vrai si B est un A-module de type fini (exercice avec le lemme de
Nakayama). Dans notre cas, I'image Oy (py := ¢*(Opn o(p)) est 'anneau local en p(P) de la
courbe image ¢(C). L’anneau Op est un localisé de la normalisation @@(p) de O,(py dans
K et n’a pas de raison d’étre de type fini sauf justement si ¢~ (¢(P)) = { P}, puisque dans
ce cas on a @¢(p) = Op et on sait que la normalisation est de type fini. Donc, lorsque ¢
est injective, la surjectivité de mpn p — mp/m% implique bien celle de Opn Py — Op.

Ecrivons maintenant f € £ sous la forme f = Y7  \;fi. Alors la condition (vp(f) =
vp(L) et vg(f) > vo(L)) équivaut a ce que p(Q) soit dans 'hyperplan d’équation > . N, X; =
0 et ¢(P) dans le complémentaire de cet hyperplan. Le point i) est donc équivalent & 1'in-
jectivité de .

Par ailleurs, si k est tel que vp(fi) = vp(L), la condition vp(f) = vp(L) + 1 équivaut
a ce que la fonction linéaire ), )\U)g—k sur Pouvert affine {X; # 0} de P soit dans I'idéal
maximal au point ¢(P) et que son image ff, ' soit une uniformisante en P. La condition
ii) au point P équivaut donc a la surjectivité de mpn p — mp/m%. O

Nous allons voir comment la théorie des diviseurs, et notamment le théoréme de Riemann-
Roch permet de trouver des espaces vectorels £ vérifiant les conditions du lemme.

2.3 Diviseurs, différentielles, Riemann-Roch

2.3.1 Diviseurs. Soit C' une courbe lisse. On note Div(C) le groupe abélien libre de base
C.Si D =) ,ap[P] est un diviseur, son degré est I'entier >, ap. On note généralement
Div?(C) le sous-groupe des diviseurs de degré 0. On munit Div(C) de la relation d’ordre

D= ap[P]< D' = ap[P]< VP € C,ap < dp.
P

P
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On dit que D est positif ou effectif si D > 0. L’ensemble Div(C') ainsi ordonné est trés
utile pour étudier les espaces de fonctions méromorphes a pdles ou zéros prescrits. Pour
cela, on associe a une fonction 'ensemble de ses poles et zéros comptés avec multiplicités
sous forme de diviseur. Formellement, le lemme ii) permet de définir une application

div : k(C)* — Div(C), f > vp(f)[P]

ol on a noté vp la valuation normalisée de k(C') associée a P. Cette application est un
morphisme de groupes abéliens. Pour tout diviseur D, I’ensemble

Lp:={fe€k(C),div(f)+ D >0}

est un k-espace vectoriel et consiste en toutes les fonctions méromorphes dont 'ordre du
pole en un point P est au plus le coefficient de P dans D. Par exemple, L est 'espace des
fonctions définies partout, et on a vu plus haut que Ly = k lorsque C' est projective.

LEMME. — Si C est projective (et lisse) Lp est de dimension finie, notée {p. De plus,
si DD onal<lp —Llp<deg(D') —deg(D).

Démonstration. 11 est clair que D < D' = Lp C Lp. Il suffit donc de prouver la finitude
de la dimension dans le cas D > 0. Dans ce cas, nous montrons par récurrence sur deg(D)
que p < deg(D)+1. En degré 0, on a D = 0 et on vient de voir que ¢y = 1. Si deg(D) > 0,
il existe P tel que D —[P] > 0. Si Lp = Lp_(p) la finitude de la dimension et la borne sont
connues par récurrence. Sinon, soit f € Lp\ Lp_[p). En simplifiant le pole en P de g € Lp
par une combinaison linéaire avec f, on constate que Lp = Lp_p) @ kf. Ceci conclut la
récurrence. On vient de montrer 'inégalité annoncée dans le cas 0 < D. La méme preuve
régle le cas de D < D', O

Remarque. — Si g € k(C)*, on a {piaivg) = {p car I'application f — fg induit un
isomorphime L p.qiv(g) = Lp. Ceci est une invitation a considérer les diviseurs modulo
les diviseurs principauz, qui sont par définitions ceux de la forme div(f). On introduit donc

le groupe de Picard
Pic(C) := Coker(k(C)* — Div(C)).

Ezercice. — Pour D effectif sur P!, la borne ¢p = deg(D) + 1 est atteinte.
Soit maintenant C' —— C” un morphisme de courbes lisses. On a un morphisme évident
¢« : Div(C) — Div(C"), [P] — [¢(P)]

et on définit un morphisme dans 'autre sens

" : Div(C") — Div(C), [P~ > ep(p)[P]
p(P)=P
ou ep(gp) est U'indice de ramification de ¢ en P défini par ep(p) = vp(p*(ty(p))) avec

€ k(C’) une uniformisante de O,py (ie un élément tel que vypy(typ)) = 1). On a
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bien-siir aussi ¢* : k(C')* — k(C)* et on définit ¢, := Nyoy/mery © K(C')* = k(C)*. On
a alors les propriétés suivantes :

LEMME. — Supposons C' et C' projectives.

i) deg(p*(D)) = deg(y) deg(D) pour tout D € Div(C").

i) div(e*f) = o*div(f) pour toute f € k(C")*.
Démonstration. i) Identifions k(C’) & un sous-corps de k(C') via ¢*. Soit P’ un point de
C". Considérons la cloture intégrale Ap de Op: dans k(C). D’aprés le corollaire il est
de type fini sur Op. Comme son corps de fractions est k(C') et comme Ops est principal,
il s’ensuit que Ap: est libre de rang deg(y) sur Opr. Le quotient Ap//(tp/) est donc de

dimension deg(¢) sur k. Par ailleurs, o~ !(P’) s’identifie & Max(Ap/) et la décomposition
habituelle des anneaux artiniens s’écrit ici

Ap/(tr) = [ Or/(tr).

o(P)=P"

Or, par définition, on a e,(P) = vp(tp) = dim,(Op/(tp)).
ii) Il s’agit de vérifier que vp(f) = ep(p)vp(f). Exercice. O

Ezercice. — Si C" — C"” est un second morphisme de courbes projectives lisses, alors
pour tout P € C on a ep(vh o @) = ep(p)eyr) (V).
COROLLAIRE. — Pour toute f € k(C)* on a deg(div(f)) = 0.

Démonstration. Si f est constante, c¢’est clair, sinon on considére le morphisme C' —2 P!
via le plongement k(X) — K, X — f. Alors le ii) du lemme montre que

div(f) = ¢(div(X)) = ¢3([0] — [o0]),
et le i) donne I'égalité voulue. O

Application. — S'il existe P € C tel que {jp = 2, alors C' ~ P!. En effet, soit f non
constante dans Lip) et ¢y : C — P! le morphisme associé. Alors go;l([oo]) = [P] donc,
d’aprés le 1) du lemme, deg(¢y) = 1 et il s’ensuit que k(C) = k(f).

FEzercice. — Montrer que deg(D) < 0= {p = 0.

On peut maintenant définir Pic’(C) := Coker(k(C)* — Div’(C)), qui s’inscrit dans
une suite exacte 0 —» Pic’(C) — Pic(C) — Z — 0.

Ezercice. — Montrer que Pic’(P') = 0.

Nous avons vu plus haut que £p < deg(D) + 1 pour tout diviseur D. La proposition
suivante nous assure que {p ne s’éloigne pas trop de deg(D). C’est le premier pas vers le
théoréme de Riemann-Roch qui permettra de mieux controler £p.

PROPOSITION. — La fonction D +— r(D) := deg(D) — {p est bornée supérieurement.

18
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Démonstration. Remarquons d’abord que le premier lemme ci-dessus nous dit que la fonc-
tion D +— r(D) est croissante.

Choisissons maintenant f € k(C) non constante, notons ¢; : C' — P! le morphisme
associé, et considérons le diviseur (effectif) des poles de f :

Dy:=¢j([ocl) = Y e (P)Pl=~ > wp(f)[P).

py(P)=00 Plup(f)<0

Soit A la cloture intégrale de k[f] dans k(C). Pour tout g € A et tout P € C, on a
vp(f) = 0 = wvp(g) = 0 et donc py(P) = 0o = ¢s(P) = oo. Il s’ensuit qu’il existe
un entier & € N tel que ¢ ([oo]) < k¢}([oc]). Soit g1, -+ , gn une base de A comme k[f]-
module. Prenons m € N tel que ¢ ([oc]) < my}([oo]) pour tout 7. On a donc g; € L(mDy)
pour tout 4. Soit maintenant m’ > m et considérons les n(m’ —m + 1) fonctions

giff,i=1,---,n, j=0,--,m —m.
Ces fonctions sont dans £(m'Dy) et sont k-linéairement indépendantes. On a donc £y, p, >
n(m’ —m+ 1) et, en se rappelant que deg(Dy) = [k(C) : k(f)] = n, on obtient

vm' = m, r(m'Dg) <m'n—n(m' —m+1) =n(m—1).

Ainsi la fonction croissante m' +— r(m’Dy) est bornée. Notons B une borne, par exemple
n(m — 1). Nous allons montrer que (D) < B pour tout D € Div(C).

Pour cela, on observe que pour toute fonction g € k(C)*, on a r(D+div(g)) = (D). 1l
nous suffira donc de construire une fonction g telle que D + div(g) < mD; pour un entier
m. De maniére équivalente, on veut trouver g telle que vp(g) + ap(D) < 0 pour tout P €
gp;l(Al). Soit alors S C C l'ensemble (fini) des P € gp}l(Al) tels que ap(D) > 0. 11 suffit

de prendre la fonction g := [[pos(f — f(P)) 727 (ici, on note 4 (P) = [f(P):1]). O
Ezxemple. — Considérons la cubique projective plane C' d’équation
Y27 = (X — 11 2)(X — 22 2)(X — 237), x; € k.

Si les z; sont distincts, elle est lisse et passe par les points distincts P, = [z; : 0 : 1] et
O =1[0:1:0]. Comme elle n’est pas contenue dans 1’hyperplan {Z = 0}, les fonctions
x = X/Z et y = Y/Z induisent des fonctions rationnelles sur C. La fonction y s’annule
en chaque P; et on peut calculer son ordre vp,(y) = dimg(Op,/(y)) dans la carte affine
Z # 0. On trouve (k[z,y](p,)) /(yy2—Ti(z—z)) = k €t donc vp,(y) = 1. La fonction 1/y = Z/Y
s’annule en O avec pour ordre la dimension de Op/(y~!). On peut calculer cet anneau dans
la carte affine Y # 0 ou 1’équation de la courbe est z = [[(z — z;2). On trouve I’anneau
(K[, 2)(2,2)) /(2 o—T1(@—2s2)) = (K]®, 2)(2,2)) )(2,0%) Qui est de dimension 3. On en déduit que

div(y) = S [P - 3(0].

7

FEzercice : montrer que div(x — x;) = 2[P;] — 2[O].
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Ceci montre que pour cette courbe on a f30] > 2 puisque Lyjo) contient = et 1, et
(310 = 3 puisque L3(o) contient y, x, et 1. Pour montrer que ce sont des égalités, il suffit de
montrer que ;o] = 1 (par le premier lemme , i.e. il suffit de montrer que C n’est pas
isomorphe & PL. La prochaine section introduit un outil utile pour discriminer les courbes.

2.3.2 Différentielles. Soit K C L une extension de corps, on peut définir le L-espace
vectoriel 1y des différentielles de Kahler comme le quotient du L-espace vectoriel de
base les symboles dx, © € L, par les relations d(x + y) = dx + dy, d(xy) = xdy + ydz et
dr =0 si x € K. Il est donc muni d’une application K-linéaire x — dx. On peut aussi le
définir ainsi :

Qpyx = 1/1% ou I :=Ker(L @ L ™5 L),
auquel cas, dz = (r®1—1®x) mod I*. Plus généralement, on définit Q5,4 pour n’'importe
quel morphisme d’anneaux de la méme maniere. Le couple (£2p/4,d) est universel parmi
les B-modules munis d’une dérivation A-linéaire. Voici quelques propriétés trés générales,
laissées en exercice (sinon voir tout livre d’algébre commutative, par exemple [Matsumural).

i) Si B est engendrée comme A-algébre par des éléments xy,--- ,x,, alors Qg 4 est
engendré par les dx; comme B-module.

) Si B=A[Xy, - ,X,], alors Qg est libre sur B de base d Xy, ,dX,.

) SiS est une partie multiplicative de B, alors S™'Qp/a = Qg-15/4 = Qs-15/(504)-14-
iv) Si A’ est une B-algébre et A’ = A®p B', alors Qp 4 ~ B’ ®p Qp/a.

) Pour A — B — C, on a une suite exacte C ®p Qpja — Qcja — Qcyp — 0

)

Pour I idéal de B, on a une suite exacte I/I* — B/I ®5Qp/a — Qg — 0
ol le premier morphisme est induit par ¢ — 1 ® di.

Dans le cas des extensions de corps, on a les propriétés suivantes :

vii) Pour une extension finie L/K, on a Qp/x = 0 < L est séparable sur K. Clest
immeédiat sur la deuxiéme définition puisque L est séparable sur K si et seulement
si L @ L est réduite.

Exemple. — Si L =TF,(X) et K =IF,(X?), comme toute dérivation IF,-linéaire de L
est nulle sur K, on a Qp ¢ = Qpp, = L-dX.

viii) Si de plus L et K sont des extensions de type fini de k, alors le morphisme L ®
Qg — Qi est un isomorphisme si et seulement si L D K est séparable. Cela
découle de vii) et v) plus un petit argument, cf [Matsumura, 27.A case 2|.

PROPOSITION. — i) Soit K un corps de fonctions de courbe sur k, v un point de C,
et t une uniformisante en v. Alors Qo, /i est libre de rang 1 sur O,, engendré par dt.

i) Si K' C K est une extension finie et sit' € K' est une uniformisante de v' = vk,
alors Qo, 0, ~ (O, %Ov).dt est de longueur finie = v(t') — 1 avec égalité si et seulement
siv(t') #0 dans k. En particulier, ce module est nul si et seulement si v(t') = 1.
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Démonstration. i) Soit A la cloture intégrale de k[t] dans K. On a déja vu que A est
une k-algebre de type fini, donc Q4 est un A-module de type fini par la propriété i).
On sait aussi que O, est le localisé de A en l'idéal maximal m, N A, donc Qo est de
type fini comme O,-module par la propriété iii). Les propriétés iii) et viii) impliquent que
K®o,Q0, /K = Qk/i est de dimension > 1. Maintenant, si on fait A =k, B = O, et [ =m,
dans vi), on obtient une surjection m,/m> — k®o, Qo, 5. Comme m, /m? est engendré par
I'image de ¢, ceci montre que Qp, /. est engendré par dt. Comme O, est principal et que
Qo,/r a rang > 1, on conclut.

ii) La suite exacte v) nous donne ici O, ®o,, Qo ,/x — Qo,x — Qo,/0,, — 0, qui
d’aprés le i) s’écrit encore Oydt’ — O,dt — Qp, /0, — 0, d’oit 'isomorphisme annoncé.
Ecrivons maintenant ¢ = ut*") avec u € OX. On a donc dt’ = v(t)ut*)~dt + t*)du. 11
s’ensuit que %Ovdt C t*)-10,dt avec égalité dés que v(t') est non nul dans k, d’ou la
deuxiéme assertion. Notons que (2o, /0 , est de torsion et donc de longueur finie, puisque
son localisé 2,k est nul par hypothése de séparabilité. O

Voici un corollaire du point ii), que 'on démontre plus classiquement avec la théorie
des discriminants dans les anneaux de Dedekind.

COROLLAIRE. — Soit ¢ : C' — C" un morphisme dominant séparable de courbes lisses.
Alors le lieu de ramification {P € C,ep(p) > 1} est fini.

Démonstration. Identifions k(C”") & un sous-corps de k(C') via ¢*. Alors d’aprés le ii) de
la proposition précédente, on a ep(p) > 1 < Qop/o,p 7 0. Soit t' une uniformisante en
©(P), A’ la normalisation de k[t'] dans K’ et A sa normalisation dans K. Par la compa-
tibilité des différentielles avec la localisation, on a Qop/ow(m = Op ®4 Qajar, donc P est
dans le support de €24,4. Mais on sait que §24/4 est un A-module de type fini, donc son
support est fermé. Or K ®4 Qa4 = Qg g = 0 car K' C K est séparable, donc ce fermé
est propre et par conséquent fini. O

DEFINITION. — Sous les hypothéses du corollaire, on note Ry, := Y 5 dimy(Qp/up)) [P
et on 'appelle diviseur de ramification de .

Le ii) de la proposition précédente montre que

R, > Z(ep(go) — 1)[P], avec égalité si ep(p) # 0 dans k, pour tout P.
P

Par localisation, le point i) de la proposition implique que Qg est de dimension 1
engendré par dt. Ceci permet la définition suivante.

PROPOSITION - DEFINITION. — Soit C' une courbe lisse. On note Q¢ == Qyoy i et on
Uappelle espace des (formes) différentielles méromorphes sur C.

i) Pour chaque point P € C' et pour toute w € Q¢, Uentier
vp(w) == vp(w/dt)

ne dépend pas du choix d’une uniformisante t € k(C') en P.
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i) Pour toute w € Q¢, l'ensemble {P € C,vp(w) # 0} est fini. On peut donc poser

div(w) := Y _vp(w)[P] € Div(C).

P

i) L’image Ko de div(w) dans Pic(C) est indépendente de w et est appelée classe
canonique. Si C' est propre, on définit le genre de la courbe C par g = g(C) = lk,.

Démonstration. i) Si t' est une autre uniformisante en P, le i) de la proposition précédente
implique que dt’ € Opdt et dt € Opdt’, et donc que dt’ € Opdt.

ii) Puisque vp(fw) = vp(f) + vp(w), il suffit de traiter une seule forme différentielle
w. Prenons w = dt ou t est une uniformisante en un point Q. Soit ¢, : C — P! le
morphisme défini par ¢. Notons que ce morphisme est séparable puisque dt engendre 2oy,
ce qui implique Qyc)/ky = 0 par la suite exacte v). Pour tout P € o7 (A1), écrivons
wi(P) = [t(P) : 1] avec t(P) € k. La fonction t —t(P) est alors une uniformisante en o.(P).
D’aprés le dernier corollaire, le lieu de ramification de ; est fini. Donc, pour presque tout
P € ¢; (A", la fonction ¢ — t(P) est une uniformisante en P. En un tel point, on a donc
vp(dt) = vp(d(t —t(P))) = 0.

iii) est clair. O

Egercice. — Soit C'=P' et t = <. Montrer que div(dt) = —2[oc], puis que g(P') = 0.

DEFINITION. — Pour U ouvert de C' on pose Qc(U) := {w € Q¢, vp(w) = 0,VP € U}.
C’est le Oc(U)-module des “formes différentielles réguliéres” sur U.

Si on choisit w # 0 dans Q¢, on a Qc(C) ~ {f € k(C), div(fw) = 0} = Laiv(w). Alnsi,
pour une courbe propre et lisse, 'espace Q¢ (C') des formes différentielles partout réguliéres
est de dimension finie égale au genre g de la courbe.

Ezemple. — Soit C' la cubique d’équation Y?Z = (X — 2, 2)(X — 297)(X — x37). Pour
calculer dz, on remarque d’abord que x — z est une uniformisante en tout point P = [z :
Yo : 1] de C' N A? tel que zg # x4, d’ott vp(dz) = vp(d(z — xp)) = 0 en un tel point. Pour
P, =[z;:0:1],onavuquevp(z—x;) = 2 donc vp,(dz) = vp,(d(r—x;)) = 1. Enfin on a vu
que vo(z) = —2, donc vo(dx) = vo(—2z~2d(xz~")) = 3. On a donc div(dz) = >, [P] — 3[O].
Par le calcul précédent de div(y), on en déduit que div(dy—x) = 0, c’est-a-dire que % est
une différentielle partout réguliére et ne s’annulant nulle part. En particulier, Ko = 0 et
9(C) =1

Etudions maintenant 1’application k(C’)-linéaire Q¢ 4 Q¢ associée & un morphisme
¢ : C — C'. D’aprés la propriété viii) plus haut, cette application est non-nulle (et donc

*

injective) si et seulement si I'extension k(C') = k(C') est séparable.

PROPOSITION. (Formule de Hurwitz) — Supposons ¢ séparable. Alors on a l’égalité
deg(K¢) = deg(yp) deg(K¢r) + deg(R,). On a de plus deg(R,) = Y peo(ep(p) — 1), avec
égalité si les indices de ramification sont premiers a la caractéristique de k.
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Démonstration. Soit W' € Qcr. Il suffit de prouver que div(p*w') = ¢*(div(w’)) + R, ou
autrement dit que vp(p*(W')) = ep(P)vyp)(W') + dimg(Qo, /0, ) Pour tout P € C. Soit
t" € k(C') une uniformisante en ¢(P) et ¢t € k(C) une uniformisante en P. En posant
e = ep(yp), il existe u € OF telle que ¢ = t°u. Ecrivons alors w’ = fdt', de sorte que
V() (W) = vop) (f). On a p*w’ = flet® ' +t°%]dt et donc vp(p*w) = vp(et® ' f+1cfL) =
vp(f)+dim(Qoy /0, ) d’apres la preuve du ii) de la premiere proposition. L’inégalité sur
R, a déja été vue plus haut. O

2.3.3 Résidus. Fixons un corps de fonctions K sur k. Si v € Ck, et sit € K est une
uniformisante en v, le morphisme de k-algébres k[X| — O,, X +— t induit pour tout

n > 0 un isomorphisme k[X]/(X") — O,/m”, d’ou & la limite un isomorphisme

k[X]] = O, :=lim O,/m"
—neN
de I'anneau des séries formelles en X sur le complété m,-adique de O,. On écrira in-
formellement O, = E[[t]]. Via cet isomorphisme, le corps K se plonge dans le corps
k((t)) = Frac(k[[t]]), ce qui permet de “développer” toute fonction méromorphe f € K
comme une série f ="\ a,.(f)t" dans k((t)).

PROPOSITION - DEFINITION. — Soit w € Q. Le scalaire a_lvt(%) ne dépend pas du
choiz de luniformisante t en v. On le note Res,(w) et on Uappelle résidu de f en v.

Démonstration. Soit t' = tu une autre uniformisante, avec donc u € O,°. Quitte & multiplier
u par un scalaire de k, on peut supposer que u € 1 + m,. Dans k[[t]] on peut écrire
u € 1+ tk[[t]] sous la forme u = 1+ 37 _, byt". Notons u' = Y _ nb,t""'. On a donc
dt' = [u + tu']dt. Ecrivons w = Y anat™dt =3 .y anp(t)"dt’. On a donc I'égalité
dans k((t))

n>—N

n>—N n>—N

Puisqu’on s’intéresse au terme en ¢~ on peut travailler dans le k[[t]]-module quotient
k((t))/k[[t] qui est aussi un k-espace vectoriel de base les t" pour n > 0. Puisque tuv/u"'t"! €
k[[t]], on a dans ce quotient I’égalité

Z Ayt dt = a,u/t*l + Z A1/ [u"Jrl + tu’u"]t”,
0>n>—N —1>n>—N

Il s’agit donc de montrer que pour tout n < —1, le développement t-adique de [u""! +
tu'u"]t" n’a pas de terme en ¢! (ou plutot que celui-ci est nul). Si k est de caractéristique 0,
c’est facile car [u" ! +tu/'u"]t" = —5 (w1 et la dérivée d'une série formelle n’a jamais
de terme en ¢~!. Pour obtenir le cas général, on peut travailler dans Uanneau A[[t]][t™!]
avec A =Z[Biliz1 et u =1+, B;t'. Alors le coefficient de ¢! dans le développement de
(U™ + tu'u"]t™ est un élément de A. On vient de voir que cet élément est nul dans Frac(A)

qui est de caractéristique 0, donc il est nul. On conclut par spécialisation B; — b;. O]
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Il est clair sur la définition que pour toute valuation on a v(w) > 0 = Res,(w) = 0.

Ainsi la somme - Res,(w) est bien définie.

THEOREME. (Théoréme des résidus) — Pour toute w € Qg on a ) Res,(w) = 0.

veCk

Démonstration. Traitons d’abord le cas K = k(t) (géométriquement, C' = P! et t = ).
Dans ce cas on peut écrire w = f(t)dt et f(t) € k(t) est combinaison k-linéaire de fonctions
de la forme ﬁ avec n,m € N. Comme le résidu est k-linéaire, on peut donc supposer

f de cette forme. Alors f a deux poles possibles : P = [z : 1] et oo = [1 : 0]. On calcule
Resp(f) = (,",)z" ™" = —Resw(f).

m—1
Revenons au cas général et choisissons ¢t € K telle que K soit séparable sur k(t) (par
exemple une uniformisante en un point). Notons ¢; : Cx — P! le morphisme associé. Tl

nous suffira de prouver la formule suivante :

Vfe K,VPeP', Y Res,(fdt) = Resp(tr(f)dt),

et(v)=P

ot tr = Trg k) est la trace. En fait, il suffit de le faire pour le point P = [0 : 1] (quitte
a ensuite changer t en ¢ — A ou 1/t). Soit A le normalisé de k[t] dans K. Par passage a la
limite projective des isomorphismes A/t"A ~ ], p O,/t"O,, on obtient que A®yy k[[t]] =
[T, 0)=p O,. Soit alors K, = Frac(O,), on est ramené au probléme local suivant :

Vf € K,, Res,(fdt) = Resp(tr,(f)dt),

ou tr, est la trace Trf{v ()" Soit t, une uniformisante en v, et écrivons t = tSu avec
e=uv(t) et u e OF = E[[t,]]".

Si k est de caractéristique nulle (ou plus généralement si e est inversible dans k), u =
A(1+1t,9(t,)) admet une racine e-éme, donnée par la formule habituelle du développement
limité de (1+2)Y¢. On peut donc modifier notre choix de ¢, pour avoir t¢ = t. Dans ce cas,
sif=>ant?,ona fdt =e). a,t?t*tdt, d’ou l'on tire Res,(fdt) = ea_,. Par ailleurs,
en calculant dans la base 1,t,,--- 57! de k((¢,)) sur k((t)) on voit que tr,(¢") est nul si
e ne divise pas n et tr,(7) = et™. On en tire Resp(tr,(f)dt) = ea_. comme voulu.

Pour passer a k de caractéristique positive, on procéde comme dans la proposition
précédente. On note A = Z[B;];en et on travaille dans une extension A[[t]][t ] C A[[t.]][¢, "]
avec t = téuet u =14, B;t!. La formule qu’on veut démontrer est une égalité d’éléments
de A, et on a déja montré cette égalité dans Frac(A) qui est de caractéristique nulle. [

2.3.4 Riemann-Roch. Voici un théoréme qui permet de controler les dimensions ¢p
introduites plus haut. Il a de nombreuses applications.

THEOREME. — Soit C une courbe projective lisse. Pour tout D € Div(C) on a

ED — EKC—D = deg(D) + 1-— g(C)
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Pour la preuve on introduit ’anneau des adéles de K = k(C) :

A= H Kp = { fp)pec € H Kp, fp € Op pour presque tout P}
PeC PeC

dans lequel K se plonge diagonalement. Pour toute adéle (fp)p et toute forme différentielle
w € Q¢, la somme ), Resp(fpw) est finie, et le théoréme des résidus dit qu’elle est nulle
si (fp)p est dans K diagonal. On a donc une forme k-bilinéaire

A/K x Qi — k, définie par ((fp)p,w) = > Resp(fpw),
PeC
que l'on peut voir aussi comme une application k-linéaire Qx —— Homy(A/ K, k).
Pour un diviseur D = ), ap, on introduit maintenant

Ap = {(fp)p, vr(fp) +ap = 0} et Qp = {w € Qk, div(w) > D}.
Voici quelques observations :
i) Pour D < D', on a dimg(Ap /Ap) = deg(D’) — deg(D).
) KNAp =_Lp.
iii) Pour D < D', on a dimy((Ap + K)/(Ap + K)) = (deg(D’) — lp) — (deg(D) — {p).
iv) dimy(Qp) = lk,—p. En effet, Papplication Laivw)-p — p, f +— fw est un
isomorphisme de k-ev.
v) (Ap+ K,Qp) =0, et donc p(Qp) C Homy(A/(Ap + K), k), puisque le résidu d’une
fonction réguliére est nul.

Le théoréme de Riemann-Roch découlera facilement du résultat suivant.
PROPOSITION. — p induit un isomorphisme Qp — Homy(A/(Ap + K), k).

Démonstration. Posons Hp := Homy(A/(Ap+ K), k) et hp := dim,(Hp). Notons que Hp
est bien de dimension finie en vertu de la propriété iii) et de la borne sur deg(D’) — {p
donnée par la proposition Montrons que p~*(Hp) = Qp. En effet, soit w telle qu’il
existe un point () avec vg(w) < ag(D). Alors pour une adéle (fp)p telle que P # Q =
fr=0cet vg(fo) = —vo(wg) — 1, on a ((frp)p,w) # 0 et (fp)p € Ap. Ceci montre aussi
que p est injective et donc que hp > lx._p

Supposons p non surjective et soit « € Hp \ p(2p). Remarquons que via 'action de K
sur Qi on a L(F) - Qp C Qp_g pour tout diviseur E. De méme, I'action naturelle de K
sur Homy (A /K, k) vérifie L(E) - Hp C Hp_g. Ces actions sont compatibles avec p (i.e. p
est K-linéaire), et on en déduit que L(FE) - a N p(Qp_g) = {0}. 1l s’ensuit 'inégalité

hp-g 2 g +lko—DtE-
Par ailleurs, si E est positif, 'observation iii) montre que
hp_g = hp +deg(E) +{p_g — {p < hp + deg(F).
Mais la proposition montre que pour £ >> 0 ces deux inégalités sont contradictoires.
]
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Fin de la démonstration du théoreme de Riemann-Roch. D’aprés la proposition, on a

KKC—D = KKC—D’ —+ (deg(D/) — KD’) — (deg(D) — KD)

Ainsi, 'énoncé de Riemann-Roch est vrai pour D si et seulement si il I'est pour D’. En
prenant D’ > 0, on obtient qu’il est vrai pour D si et seulement si il I'est pour 0. Or, pour
0 il découle de la définition du genre. [

COROLLAIRE. — 4) deg(K¢) = 2¢g — 2.
ii) deg(D) > 29— 1= {p =deg(D)+1—g.

2.3.5 COROLLAIRE.— Supposons deg(D) > 2g + 1. Alors le morphisme C — Ptp~!
associé o un choiz de base fo,- -, fo,—1 de Lp (cf sectionm est une immersion fermée.

Démonstration. Montrons d’abord qu’avec les notation du lemme on a vp(Lp) =
—ap(D) pour tout P € C. En effet, ceci équivaut a I'inégalité (p_[p) < £p, laquelle découle
du ii) du corollaire ci-dessus (il suffirait méme que deg(D) > 2g).

Ceci étant, la condition i) du lemme équivaut & demander que pour tous P # (), on
ait I'inégalité {p_iq) > {p_|g)—[p], et la condition ii) équivaut a demander que pour tout P,
on ait l'inégalité {p_[p) > {p_sp). Ces deux inégalités découlent encore de la formule de
Riemmann-Roch (via le ii) du précédent corollaire) sous I’hypothése deg(D) > 2g+1. O

Remarque. — La formule de Hurwitz pour un morphisme ¢ : C' — C’ non constant
séparable s’écrit donc 2gc — 2 = deg(p)(2gcr — 2) + deg(R,,), et se simplifie en 2gc — 2 =
deg(p)(29c —2) + > p(ep(p) — 1) si les indices de ramification de ¢ sont inversibles dans
k. Dans tous les cas, on voit que si go < gor alors tout morphisme C' — C’ est constant.

2.3.6 PROPOSITION.— Le genre d’une courbe projective plane lisse C C P? de degré d
)(d—2)
SR

est donné par la formule g = (-1
Démonstration. Supposons d > 1 et notons f € k[X,Y, Z] un polynome homogéne de degré
d qui définit C'. Soit O = [Xj : Y : Zp] un point de P?\ C' et L C P? une droite ne contenant
pas O. Considérons la projection P2\ {O} — L, P+ (OP)NL et restreignons-1a a C. On
obtient un morphisme C' —%+ L ~ P! de degré visiblement égal & d. Pour P € C, on vérifie
que ep(y) est la multiplicité d’intersection (cf TD) de (OP) et C. En particulier, on a donc
ep(p) > 1 si et seulement si (OP) est la tangente a C' en P, c’est-a-dire si et seulement
si P est dans l'intersection de C' et de la courbe C” d’équation g—ngg + g—{;Yo + g—éZo =0.
Mieux, dans ce cas la multiplicité d’intersection de C' et C" en P est dimy,(Qo, 0, ,,) (voir
ci-dessous). Par le théoréme de Bezout, il s’ensuit donc que deg(R,,) = d(d—1). La formule
de Hurwitz permet alors de conclure.

Pour calculer la multiplicité, on peut supposer aprés changement de coordonnées que
O=[0:1:0,P=1[0:0:1]et L ={Y+AZ =0} pour un A € k. Dans ce cas, la projection
d’un point de A? = {Z # 0} depuis O sur L est donnée par [z :y: 1]+ [z:—X:1]etz
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est donc une uniformisante de Oy, ,(py. La condition e := ep(y) > 1 implique alors que y
est une uniformisante de O¢ p puisque me p est engendré par = et y. On peut donc écrire
x = y“u dans O¢ p, avec u € Oap. Par ailleurs, on peut certainement écrire f(x,y, 1) sous
la forme f(x,y,1) = zv(z,y) + y'w(y) dans klx,y] et avec w(0) # 0. En regardant dans
Oc.p et en prenant les valuations, on voit que f = e+ vp(v(x,y)), et en particulier f > 1.
Comme P est régulier, on doit avoir v(0,0) # 0 et f = e. Il s’ensuit que v est inversible
dans Opz p (tout comme w) et que u = —wv~* dans O¢ p. Maintenant, 'équation de C’
est %(z, y) = 0, et la multiplicité de I'intersection de C' et C’ en P est la dimension sur k

de (9(;71:/(2—5), qui est aussi la valuation de g—g dans O¢ p. Or, on a dans O¢ p

9f _ x@ + eyt lw + U _ vﬁ( Cwv™t) = —vd—m
dy Oy Y 4 dy Oy Y  dy’
On a donc Up(g—i;) = Up(j—z> = dimg(Qop /0, ) .

2.4 Questions de rationnalité et d’inséparabilité

2.4.1 Rationnalité. On souhaite étudier les solutions de systémes d’équations sur un
corps k non nécessairement algébriquement clos (par exemple k = Q ou F,). Le meilleur
cadre pour ce faire est celui des schémas. Néanmoins, lorsque k est parfait, on peut garder le
langage classique et I'enrichir d’une action de Galois. Supposons donc k parfait, choisissons
une cloture algébrique k de k, et notons Gy, := Gal(k/k).

Variétés projectives définies sur k. On dit qu'une sous-variété V(p) C P7 est définie
sur k si son idéal p est engendré par des polynomes a coefficients dans k, i.e. si on a
p = (pNE[X;])k[X,]. Dans ce cas, le sous-ensemble X = V(p) de P(k) est stable sous 'action
de Gy, et le faisceau des fonctions réguliéres est aussi muni d’une action semi-linéaire[l] de
G. En d’autres termes, on a une action de G, sur le corps des fonctions k(X ) qui prolonge
celle sur k, et pour tout ouvert U C X et tout 0 € Gy, on a o(O(U)) C O(c1(U)).
On a donc enrichi I'espace k-annelé (X, Ox) d’une action de Galois (sur I'espace et sur le
faisceau). Notons que cette action est continue au sens ot tout élément de X ou de k(X)
est fixé par un sous-groupe ouvert de Gy (i.e. un sous-groupe de la forme G, pour une

extension finie ¢ D k). Dans la suite, toutes les actions de G, seront supposées continues.

Variétés sur k. Une variété sur k sera un espace annelé (X, Ox) muni d’une action de
Galois, qui est isomorphe & un ouvert Galois-stable d’une variété projective définie sur k.
Un morphisme est ici un morphisme d’espaces k-annelés compatible aux actions de Galois.
Pour une telle variété on définit

X (k) = X et k(X) := k(X)C*.
Dans le cas ou X = V(p) avec p idéal premier homogéne de k[ Xy, -, X,,], on a bien

X(k)={P=[xo: - :x,) € P"(k),Vf ep, f(P)=0}

1. Une action semi-linéaire de G sur un k-ev V est une action additive et qui vérifie o(\v) = o(\)a(v)
pour tous 0 € Gy, A€ ketveV.
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et on a aussi
k(X) = (k[Xo, -+, Xn]/p)o) (éléements de degré 0 dans le localisé homogéne).

En particulier, on a k ®; k(X) = k(X). La dimension de X se lit aussi comme le degré
de transcendence de k(X) sur k. Pour X une variété sur k, on notera Xj la variété sur k
sous-jacente (oubli de I'action de Galois). Si k C £ C k est une extension intermédiaire, on
notera aussi X, la variété sur ¢ obtenue en restreignant 'action de Galois & G, C Gy.

Variétés affines sur k. Si A est une k-algébre de type fini, on dit qu’elle est géo-
métriquement intégre si Ay = k ®j A est intégre. Dans ce cas, on voit aisément que
X := Max(Aj), muni de l'action de Galois évidente, est une variété sur k. De plus,
on récupére A A partir de X par la formule A = O(X)%. On obtient ainsi une anti-
équivalence de catégories entre variétés affines sur k et k-algébres de type fini géométri-
quement intégres. Plus généralement, si (X, Q) est une variété sur k, alors I'application
Homy,_var (X, Max(Aj)) — Homy_a14(A, O(X)9%) est une bijection. On prendra garde au
fait que, en général on a Max(A;)“* # Max(A). En fait, on a une application évidente
Max(Aj;) — Max(A) et celle-ci identifie Max(A) a I'ensemble quotient Max(Az)/Gy. Via
cette application, Max(Aj)% s’identifie au sous-ensemble {m € Max(A), A/m = k} des
idéaux maximaux de A de corps résiduel k.

Courbes projectives (géométriqguement) lisses sur k. Une courbe (C,O) sur k est dite
lisse si elle est lisse comme k-variété. On laisse le lecteur se convaincre que les constructions
de la section ... s’adaptent et fournissent une anti-équivalence de catégories entre courbes
lisses sur k munies des morphismes non constants et corps de fonction K de type fini sur &,
de degré de transcendance 1, et tels que k soit algébriquement clos dans K (cette condition
implique que Kj = k ®; K est un corps. Comme ci-dessus, on prendra garde au fait que
I'application de restriction v — v|g identifie 'ensemble des valuations K — 7Z au quotient
de Ck, par Gy, alors que I'ensemble des points rationnels C'(k) = (C’KE)G’f correspond aux
valuations sur K de corps résiduel k.

Diviseurs rationnels. Soit C' une courbe sur k. On a une action de G} évidente sur
Div(C) et on dit que D est “défini sur k” ou “k-rationnel” s’il est fixe par Gj. Le sous-
groupe Divy(C) = Div(C)% des diviseurs définis sur k s’identifie au groupe abélien libre
de base les G-orbites de C. De plus, le sous k-ev Lp de k(C) associé a un tel diviseur est
stable sous 'action de G.

LEMME. (Hilbert 90) — Soit D un diviseur k-rationnel. Alors Lp admet une base formée
de fonctions dans k(C).

Démonstration. Plus généralement, si V' est un k-ev muni d’une action semi-linéaire conti-
nue de Gy, alors 'application k-linéaire

k@p VO — V., AQ v — v

est un isomorphisme de k-ev.
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Montrons d’abord que toute famille k-libre de V& est aussi k-libre dans V, ce qui
assurera l'injectivité de ’application ci-dessus. Soit donc vy, -+ ,v, € VG et Ay, -+, A\, € k
tels que >, \;u; = 0, avec disons \; # 0 pour au moins un j. Si ¢ D k désigne une extension
finie contenant les A;, on sait qu’il existe x € ¢ tel que Try/x(xzA;) # 0 (puisque € est
séparable sur k). On en déduit une relation de dépendance non triviale a coefficients dans

Z o <Z x)\ivi) = ZTrg/k()\ix)vi = 0.

oeGal(l/k)

Montrons maintenant que V& engendre V linéairement sur k, ce qui assurera la sur-
jectivité de 'application ci-dessus. Pour v € V \ {0}, notons V,, le k-sev de V engendré
par lorbite de v, qui est stable sous G}. Si on montre que V.% engendre V, pour tout v,
on aura gagné. Pour cela, soit ¢ une extension finie Galoisienne de £ telle que v soit fixe
par Gy. Soit Ay, -+, A\, une k-base de ¢ et soit oy, - ,0, une énumération de Gal(¢/k).
On sait que la matrice (o;();));; est inversible. Puisque V;, est k-linéairement engendré par
les 0;(v), il I'est donc aussi par les 3, 0;(Xi)o;(v) = 3, cqauen o(Aiv), lesquels sont bien
fixes par Gj. ]

2.4.2 COROLLAIRE. (Plongements projectifs définis sur k.)— Soit C' une courbe pro-
jective lisse définie sur k, et D un diviseur défini sur k. Supposons deg(D) > 2g+ 1. Alors
le morphisme C — P" associé  un choix de k-base fo,--- , fi,—1 de Lp N k(C) est une
immersion fermée définie sur k.

Démonstration. Découle du lemme et du corollaire 2.3.5] n

2.4.3 Inséparabilité. On suppose ici que k est de caractéristique p > 0, mais toujours
parfait. Si ¢ est une puissance de p, I'application a — a? définit un endomorphisme de
n’importe quelle k-algébre A. On note A? I'image de cet endomorphisme.

LEMME. — Soit K’ C K une extension purement inséparable de degré q de corps de
fonctions de courbes sur k. Alors K' = K1,

Démonstration. Notons que ¢ est nécessairement une puissance de p, disons ¢ = p”. De
plus, on a K? C K’ puisque le polynéme minimal sur K’ d’un élément de K est de la forme
X7 — f avec f € K' et ¢'|q. Il nous suffira donc de montrer que [K : K9 = ¢. Puisque
k est parfait, il est contenu dans K? et k ®;, K9 = (k ®, K)9. On peut donc étendre les
scalaires & k, ce qui nous raméne au cas k = k. Dans ce cas, soit ¢ € K une uniformisante
pour une valuation v € Ck. On sait que l'extension K D k(t) est séparable. Donc K est
une extension a la fois séparable et inséparable du corps composé K(t) et, par conséquent,
K = K9(t). Le degré [K : K9] est donc le degré du polynéme minimal de ¢ sur K%, ¢’est-
a-dire le plus petit ¢'|q tel que t € K% Or on a v(t?) = ¢ et qlv(f) pour tout f € K1,
Donc ¢ = q. ]

COROLLAIRE. — Soit C' —%+ C" un morphisme purement inséparable de courbes projec-
tives lisses. Alors ¢ est un homéomorphisme et g(C) = g(C").
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Démonstration. ldentifions ¢*(k(C”)) a k(C)4. Alors, en termes de valuations, ¢ s’identifie
a lapplication v — %U|k(0)q qui est visiblement une bijection, et donc un homéomorphisme,

dont U'inverse est w +— w o (—)%. L’application Q¢ AN Q¢ est nulle mais I'isomorphisme
dans Pautre sens k(C) — k(C)?, f — f? induit un isomorphisme k(C)4 Ry Q) /k =
Qp(cya/k qu'on note w w@. On voit que pour tout P € C, on a vp(w) = vw(p)(w(Q)), et
on en déduit que 'isomorphisme précédent respecte la régularité des formes différentielles.
Il s’ensuit que g(C") = g(C). O

Soit C' une courbe projective lisse sur k. On notera C@ la courbe de corps k(C)?. On
a donc un morphisme C — C@ purement inséparable de degré ¢, et le lemme nous dit
que tout morphisme inséparable de degré ¢ est de cette forme a isomorphisme prés. Notons
que Visomorphisme de corps k(C) — k(C)?, f — f9 est (k,(—)?)-semi-linéaire. Il induit
donc un morphisme de k-extensions

k @k (ya k(C) — k(C)1,

qui montre que C'9 est aussi la courbe déduite de C par “extension” des scalaire via A — 9.
Remarque. — Sur un corps non parfait, c’est de cette maniére que 'on définit C'(9).

Ezercice. — Supposons que C' = V(p) C P". Montrer que C@ = V(p@) ot p@ est
I'image de p par k[Xo, -+, X,] — k[Xo, -, X,], Xi = X;, A — A9 Montrer aussi que
le morphisme C' — C'@ est donné par [zg : -+ x,] > [ - 1 29].

Exemple. — Supposons que k = F,. Dans ce cas, I'isomorphisme de corps (—)? :
k(C) = k(C)4 est k-linéaire, et fournit donc un isomorphisme de courbes C@ = C
défini sur k. En composant avec le morphisme C' — C@, on obtient un endomorphisme
¢q défini sur k de la courbe C, appelé endomorphisme de Frobenius. Les points fixes de
cet endomorphisme dans C(Fq) sont aussi les points fixes sous Gy, c’est-a-dire les points
rationnels C(F,).

2.4.4 COROLLAIRE.— Si g(C) < g(C"), tout morphisme C — C" est constant.

Démonstration. Soit C —— C’ un morphisme non constant, et soit ¢ son degré inséparable.
On a donc une extension séparable ¢*(k(C")) C k(C)? qui nous fournit une factorisation
¢ : C — CD 2= C" avec p, séparable. Or, g(C@) = ¢(C), donc la formule de Hurwitz et
Ieffectivité du diviseur de ramification R, impliquent g(C) > 1 +deg(p,)(g(C’") —1). O

3 Courbes elliptiques

Le corps de base k est supposé parfait, et on en fixe une cloture algébrique k.

DEFINITION. — Une courbe elliptique sur k est une courbe projective lisse £ de genre 1
définie sur k et munie d’un point k-rationnel O.
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D’apreés la proposition [2.3.6, une cubique plane lisse est de genre 1. Si elle est définie
sur k et posséde un point rationnel, ¢’est donc une courbe elliptique.

3.1 Loi de groupe.
On rappelle que Pic’(C) désigne le quotient de Div’(C) (diviseurs de degré 0) par

div(k(C)*) (diviseurs principaux).
3.1.1 PROPOSITION.— Soit (€,0) une courbe elliptique. L’application d’Abel-Jacobi
£ — Pic’(&), P~ [P]—]0]
est une bijection Gy-équivariante.

Démonstration. 1’application est clairement Gg-équivariante puisque O est fixe par G.
i) injectivité. Supposons [P] — [Q] = 0. Tl existe donc f € k(£)* telle que [P] — [Q] =
div(f). En particulier, f € Lig). Or, par Riemann-Roch, on a {g) = 1 et comme k C Lg,
on en déduit que f est constante. On a donc [P] — [Q] =0, d'on P = Q.
ii) surjectivité. Soit D un diviseur de degré 0. Par Riemann-Roch on a {|oj4p = 1. Soit
donc f € Lioj+p non nulle. On a div(f) 4+ D + [O] > 0 et deg(div(f) + D + [O]) = 1, donc
il existe un point P tel que div(f) + D + [O] = [P]. D’ot D = [P] — [O] dans Pic’(£). O

Puisque Pic’(€) est un groupe abélien, on peut munir £ de la structure de groupe
abélien transportée via la bijection d’Abel-Jacobi. Cette loi est compatible & l'action de
Galois. Par construction, ’élément neutre est O et la somme et la multiplication par n € Z
sont caractérisées par les congruences suivantes modulo les diviseurs principaux :

[P+ Q) ~ [P]+[Q] - [0], [nP]~n[P]—(n—-1)[0]

Notre définition est a priori ensembliste.

3.1.2 LEMME.— L’application inverse £ — £, R — —R est sous-jacente & un auto-
morphisme involutif et défini sur k de la variété €. De plus, pour tout QQ € &, Uapplication
de translation tg : € — €, R— R+ Q) est sous-jacente a un automorphisme de variétés,
qui est défini sur k si () l’est.

Démonstration. Nous commencons par la remarque suivante. Si P et () sont deux points de
& éventuellement égaux, Riemann-Roch assure que Lpj; (g contient une fonction f € k(€)*
non constante. Soit ¢y : &€ — P! le morphisme associé. Puisque Lip) = Lig) = k, on a
@3([o0]) = [P] + [Q] donc ¢y est de degré 2. Notons que lextension k(€) D k(f) est
séparable, sinon on aurait k(€) = k(f'/?) et £ ~ P'. Cette extension est donc Galoisienne ;
notons o}, U'élément non trivial de Gal(k(€)/k(f)). Puisque € est projective lisse, il existe
un unique automorphisme involutif o = opg de la variété € qui induit o}, sur k(). On
a @roo = s donc les fibres de ¢y sont stables sous o. Mieux, ['action de o sur chaque
fibre est transitive |cf exercice ci-dessous pour un énoncé plus général| : en effet, supposons
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©;'(R) = {R, S} avec R # S et fixons r € k(E) telle que vp(r) = 1 et vg(r) = 0. Si o(R) =
R alors vg(o(r)) = 1 et vg(o(r)) = 0, et donc vr(ro(r)) = 2 et vg(ro(r)) = 0, ce qui est
absurde car ro(r) € k(£)7 donc vy, (r)(ro(r)) = er(es) " vr(ro(r)) = es(ey) vs(ro(r)).
En particulier, on a o(P) = @ et, pour tout R € C, on a p}[p;(R)] = [R] + [¢(R)]. Si
R # P,Q on a donc [R] + [0(R)] = [P] + [Q] + div(f — f(R)), et dans tous les cas on a

(+) [B] +[ope(R)] ~ [P]+ (@]

Notons que pour tout 7 € Gy, on a 7(opg(R)) = 0-(p)+@)(T(R)), donc en particulier si P
et ( sont k-rationnels alors opg est défini sur k.

Appliquons maintenant ceci & P = @ = O. L’égalité (x) nous dit que 0po(R) = —R,
donc I'inverse est donnée par 'automorphisme oo o qui est défini sur k. Appliquons ensuite
a P = O et  un point comme dans 'énoncé. Alors I'égalité () dit que oo g(R) = Q—R =
—t_g(R), et il s’ensuit que 'application ¢ est sous-jacente au morphisme 0o o000 0000,
lequel est bien défini sur k si () est k-rationnel. O

Ezxercice. — Soit K D K’ une extension Galoisienne de corps de fonctions de courbes,
et C' — (" le morphisme de courbes projectives lisses correspondant. La correspondance
entre courbes et corps de fonctions fournit une action de Gal(K/K') sur C' par automor-
phismes de variéteés.

i) Montrer que les fibres de ¢ sont les Gal(K/K’)-orbites dans C.

ii) Montrer plus précisément ¢*[p(P)] = 3, cqux/xn O Pl = X seqax/xnlo ™ (P)]-
iii) En déduire que l'indice de ramification est constant sur les fibres, et divise deg(y).

Nous aimerions aussi montrer que la somme £ X £ — £ est un morphisme de variétés.
Pour cela, nous faisons le lien avec la loi de groupe introduite au début de ce cours.

3.1.3 THEOREME.— i) Soit (€,0) une courbe elliptique sur k. Il existe un plongement
L1 € — P? défini sur k dont 'image est la courbe définie par une équation de Weierstrass

Y2Z 4+ XYZ 4+ asYZ% = X34 0o X?Z + au X Z? + ag Z°,

et qui envoie le point O sur le point [0:1:0].
ii) Tout autre tel plongement s’oblient en composant v avec un changement de coordon-

u?> 0 7
nées linéaire P> — P? donné par une matrice de la forme | su®> w3 t|. En d’autres
0 0 1

termes, deux équations de Weierstrass définissent des courbes elliptiques isomorphes si
et seulement si elles se déduisent 'une de [l'autre par un changement de coordonnées
o =l +r, Yy =Py +ulsr + L.

iii) Pour P,Q,R€ &, on a P+Q+ R = O si et seulement si il existe une droite L C P2
telle que [LNu(E)] = [L(P)] + [t(Q)] + [t(R)]. (Ici [L N u(E)] désigne le diviseur des points
d’intersection de L et 1(E) comptés avec multiplicités).

32



Sorbonne Université Master de Mathématiques

Démonstration. i) Puisque O est un point k-rationnel, le diviseur 3[O] est défini sur k.
Son degré deg(3[O]) = 3 étant > 2g + 1, on sait que tout choix de k-base de L3y fournit
un plongement dans P*©1~!, Or, d’aprés Riemann-Roch on a l310) = 3, et aussi L0 = 2.
Choisissons une k-base {1, z,y} de Lo telle que {1, 2} soit une base de L. On a donc
une immersion fermée ¢, , : &€ — P2 Pour en calculer une équation, on remarque que la
famille de 7 fonctions {y*, z*,yz,x* y,z,1} vit dans Lo qui est de dimension 6. Cette
famille est donc k-linéairement liée. Par ailleurs, les familles obtenues en retirant y? ou z®
sont libres, puisque ayant des poles d’ordre distinct en O. Toute relation de dépendance
linéaire non triviale doit donc avoir un coefficient non nul en 32 et en 2%. En remplacant «
et y par des multiples convenables, on obtient une relation de dépendance sous forme de
Weierstrass. Ainsi ¢,,(£) est contenue dans une cubique de Weierstrass C'. Comme ¢, (&)
ne peut pas étre une conique ni une droite (genre 0), on doit avoir ¢, ,(£) = C. Enfin,
remarquons que O est envoyé sur un pole de x = X/Z et y = Y/Z, donc sur un point de
la droite {Z = 0}, mais [0 : 1 : 0] est le seul point de C' N {Z = 0}.

ii) Réciproquement, si ¢ : £ < P? est un plongement sur une cubique de Weierstrass
envoyant O sur [0 : 1 : 0], alors les fonctions 2/ = *(X/Z) et v = *(Y/Z) forment une
autre base {1,2',y'} de Ls) telle que 2’ € Lyp). On peut donc écrire ' = Az + r et
Y = py + sz + t. Pour que les coefficients de z® et '3 soient égaux, on doit avoir p% = A3
et donc = ud et A = u? pour u = pu\~L.

iii) Supposons P+Q+ R = O. Alors il existe f € k(£)* telle que [P]+[Q]+[R] —3[0] =
div(f). Une telle fonction f s’annule en P, @, R et est dans Lsjo] donc s’écrit f = ax+by+c.
Soit alors L C P? la droite d’équation aX + bY + ¢Z = 0. Pour calculer le diviseur
intersection [L N ¢(€)] on remarque que si S est un point de £ \ {O}, alors on calcule dans
les coordonnées affines (x,y) que mult, (L N¢(£)) = vs(f), tandis que pour S = O, on
voit dans les coordonnées affines (5, £) que mult,o)(L N u(€)) = vo(fy™) = vo(f) +3. 11
s’ensuit que

CILNUE)] =) us(f)IS] +3[0] = div(f) +3[0] = [P] +[Q] + [R].

Se&

Réciproquement, soit L la droite d’équation aX + bY + c¢Z = 0 et posons f := ax + by + ¢
vue comme fonction rationnelle sur £. Comme ci-dessus, on a (*[LN(E)] = div(f) + 3[O].
Par ailleurs, on sait que [L N ¢(€)] est de la forme [t(P)] + [(Q)] + [¢(R)] (forme facile de
Bézout), donc on al'égalité div(f) = [P|+[Q]+[R]—3[O] qui assure que P+Q+R=0. O

3.1.4 COROLLAIRE.— La loi de groupe € x £ L5+ € est un morphisme de k-variétés.

Démonstration. Choisissons un plongement de Weierstraf de £ comme dans le i) du théo-
réme et identifions £ = ((€). L’ensemble

U:={(P,Q) e E\{0} x E\{0}, P # +Q}

est un ouvert de £ x £ puisqu’on sait que R — — R est un morphisme. Si (P, Q) € U alors
P # @ donc la droite (PQ) est bien définie et, par le iii) du théoréme, —(P + Q) est le
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“troisiéme” point d’intersection de (QP) N &, formellement défini par
[—(P+ Q) =[QP)nE]—[P]-[Q].

De plus, on a P,Q € {Z # 0} C P? et, puisque P # (—Q), on a aussi —(P+Q) € {Z # 0}.
Ecrivons tout point R € {Z # 0} sous la forme [2(R) : y(R) : 1]. Alors la droite (PQ) a
pour équation aX + bY + c¢Z = 0 avec

a=y(P)—y(@Q), b=2(Q) —x(P), ¢ ==z(Q)y(P) — z(P)y(Q).

Puisque O ¢ (PQ) on a b # 0. En remplagant y par —b~'ax — b~'c dans I'équation de
Weierstrak affine de £, on obtient un polynéme de degré 3 en x

23+ (ay — b %a* + a;b”ta)2® + termes de degré < 1
dont les trois racines sont z(P), z(Q) et z(—(P + Q)). En particulier on a

(y(P) —y(Q))? o Y — Q)
—2(Q))? " a(P) - 2(Q)

r(P+Q)=a(=(P+Q)) =—ay + —z(P) = 2(Q),

d’ou 'on tire ensuite

y~(p+ Q) = LMD ) P

z(P) — z(Q) z(P) — z(Q)

puis, en utilisant le fait que y(P + Q) et y(—(P + Q)) sont racines d’un trindéme y* +
(a1x(P+ Q) +as)y+c

—{a y(P) —y(Q) y(P)z(Q) — y(Q)x(P)
wP+Q) = ( VP —a(Q) o) =@

Il est maintenant clair que les fonctions (P, Q) — z(P+ Q) et (P, Q) — y(P + Q) sont des
fonctions réguliéres sur U et donc, Papplication (P, Q) — P + @ est un morphisme @ de
U x U dans &.

Maintenant, rappelons les morphismes de translation ¢z du lemme [3.1.2] En observant
que P+ Q = t_gr(tgr(P) + @), on constate que l'addition est donnée par le morphisme
t_po®o (tg x id) sur I'ouvert Vi := (tg x id)"}(U). Puisque les Vi recouvrent £ x &, on
en conclut que I'addition est donnée par un morphisme sur € x &. ]

)x(P+Q)—a3+

Remarque. — L’associativité de 'addition sur £ se traduit par I'égalité pg o (ue X id) =
pe o (idxE) : € x E xE — &, et le fait que I'inverse soit donné par un morphisme
[—]: & — & se traduit par pg o (id xX[—]) = pe o ([-] x id) =id : &€ — &. 1l s’ensuit que
pour toute variété sur k (ou k), les ensembles Homy_va, (Y, E) (ou Homg_vy,, (Y, E)) sont
naturellement munis de structures de groupe abéliens, définies par ¢ + 1) := g o (p, ).
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3.2 Morphismes et isogénies

3.2.1 LEMME.— Soient (£,0) et (£',0") deux courbes elliptiques, et soit p : E — &’
un morphisme de variétés.

i) Si est non constant, alors ep(p) = deg;(p) pour tout P € £.
ii) S1 p(O) = O alors v est un morphisme de groupes, et pg o (p X ©) = @ o yg.

Démonstration. 1) Si ¢ est non constant séparable, la formule de Hurwitz nous assure que
deg(R,) = 0. Or, le diviseur de ramification R, est effectif, donc il est nul. En général, on
factorise ¢ = 1) o ¢, avec 1 séparable et ¢, le morphisme de Frobenius & — & (@) associé
a q¢ = deg;(¢). Celui-ci est partout ramifié d’indice q.

ii) Le morphisme ¢ induit un homomorphisme de groupes abéliens ¢, : Div(E) —
Div(&’). On laisse en exercice le fait que pour toute fonction f € k(E)* on a @, (div(f)) =
div(Nee)ren f), ce qui montre que ¢, passe au quotient Pic(€) — Pic(€’). Mais alors,
'égalité p.([P]—[0]) = [¢(P)]—[O’] et la définition des lois de groupe sur £ et £ montrent
que ¢ est un morphisme de groupes. En particulier les deux morphismes pg o (¢ X @)
et o ug, £ X E — &' coincident sur les espaces topologiques sous-jacents, donc sont
égaux. O]

DEFINITION. — Un morphisme de courbes elliptiques (£,0) —— (£',0’) est un mor-
phisme de variétés E — &' tel que p(O) = O'. Une isogénie est un morphisme de courbes
elliptiques non constant. Les morphismes forment un groupe abélien Hom(E,E") via l'ad-
dition (¢ + ¥)(P) := @(P) +& (P), et les endomorphismes forment un anneau End ()
avec pour produit la composition.

Notons qu'une composition d’isogénies est une isogénie.

Remarque. — Le fait qu'un endomorphisme non nul de (£, 0) est surjectif montre que
I'anneau End (€) est sans diviseur de zéro.

D’aprés le lemme i), le noyau Ker ¢ = ¢! (0’) d’une isogénie est un sous-groupe
de € d’ordre deg,(¢) (le degré séparable). L’action par translation de Ker ¢ sur £ induit
une action par automorphismes de corps sur k(€), et ©*(k(£")) C k(E)X?. Lorsque ¢
est séparable, cette inclusion est une égalité pour des raisons de degré. Dans ce cas, k(&)
est une extension Galoisienne de k(E') de groupe Ker . Réciproquement, on a le résultat
suivant.

LEMME. — Soit I' C & un sous-groupe fini. Alors T est le noyau d’une isogénie £ —— E'.

Démonstration. La théorie de Galois nous dit que k(€) est Galoisienne de groupe I sur le
sous-corps k(£)F. En particulier, ce dernier a pour degré de transcendance 1 sur k, donc est
le corps de fonctions d’une courbe projective lisse C'. De plus, I'inclusion de corps provient
d’un morphisme & — C de degré |I'|. Montrons que ¢ est constante sur les I'-orbites dans
E. En effet, si p(y + P) # ¢(P) alors on peut trouver f € k(C) avec un poéle en ¢(P)
et sans pole en ¢(y + P). Alors f, vue comme fonction sur &, aurait un pole en P mais
pas en v + P, ce qui est absurde puique f est I'-invariante. Cela implique que les fibres
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de ¢ sont de cardinal |T'| et, par conséquent, que @ est non ramifiée. Mais alors la formule
de Hurwitz assure que g(C) = 1. En posant O := ¢(0O), on a donc une courbe elliptique
(C,O") munie d’une isogénie &€ — C' de noyau T'. O

3.2.2 La multiplication par m. C’est 'exemple fondamental d’isogénie (si m # 0). On
la notera [m| ou [m]e. Mais encore faut-il prouver qu’elle est non-constante! Il suffit de le
faire pour m premier. Si m est impair et qu’on connait I’existence d’un point P d’ordre 2
(i.e 2P = O et P # O), alors mP = P donc P et O sont dans 'image de [m] qui n’est pas
constante. Voici comment prouver que £ posséde un point d’ordre 2 lorsque car(k) # 2.
On considére le morphisme & — P! donné par = € Loy \ k, qui est de degré 2 et dont
les fibres sont les { P, —P}, pour P € £. Ce morphisme est séparable et, si car(k) # 2, ses
indices de ramifications 1 ou 2 sont inversibles dans k, donc la formule de Hurwitz montre
qu’il y a exactement 4 points de ramifications, i.e. 4 points tels que P = —P. Cela montre
aussi que [2] n’est pas constante, au moins lorsque car(k) # 2. On a donc prouvé

PROPOSITION. — Si car(k) # 2, alors [m]e est une isogénie.
Ce résultat est encore vrai en caractéristique 2, comme on le verra sous (3.3.2).

Remarque. — Le fait que [m]g¢ soit une isogénie pour tout m équivaut a l'injectivité du
morphisme d’anneaux Z — End(&).

On note £[m| := Ker [m]¢ et on I'appelle le sous-groupe de m-torsion de £. Comme [m]¢
est définie sur k, ce sous-groupe est stable sous G. Si ’on pense au cas complexe k = C ou
'on sait qu’une courbe elliptique est, en tant que surface de Riemann, isomorphe a C/A avec
A un réseau cocompact de C, alors on voit que E[m] = LA/A ~ (Z/mZ)?. On en déduit
facilement que la méme propriété est vraie sur QQ ou sur tout corps algébriquement clos de
caractéristique 0 (exercice). En particulier, lorsque £ = Q, on obtient des “représentations
Galoisiennes continues” extrémement intéressantes Gg — GLy(Z/mZ) (cf plus loin).

Nous allons voir que la situation est plus compliquée en caractéristique positive. Le
premier probléme qui se pose est 1’éventuelle inséparabilité de [m]s. Nous prouverons a

l'aide des différentielles le théoréme fondamental suivant, cf (3.3.2).
THEOREME. — L’isogénie [mle est séparable si et seulement si (m,car(k)) = 1.

Voici par exemple comment on en déduit la structure de la 2-torsion de £ en caracté-
ristique # 2.

COROLLAIRE. — Si car(k) # 2, alors E[2"] ~ (Z/2"Z)? pour tout n > 0.

Démonstration. On vient de voir que |E[2]| = 4. Puisque [2]¢ est séparable, elle non ramifiée
et donc de degré 4. Il s’ensuit que [2"]¢ est de degré 4", et puisqu’elle est aussi non ramifiée,
on a |E[2"]] = (2")2. C’est un exercice de théorie des groupes d’en déduire, par récurrence,
que E[2"] ~ (Z/2"Z)>. O

Plus généralement, le théoréme implique que si (p,car(k)) = 1, le groupe £[p| est un
p-groupe dont le cardinal est le degré de [p]e. Nous allons voir plus loin que ce degré est
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toujours p?. On pourrait montrer assez rapidement que ce degré est > 1 en vérifiant, sur
une équation de Weierstraf, que le groupe d’automorphisme de £ est fini, car si [p| était
de degré 1, et donc un automorphisme, il ne pourrait pas étre d’ordre fini puisque [p"] # id
([p" — 1] n’est pas constante). On a donc |E[p]| = p* avec k > 1, et on a en particulier
Iexistence d’un point d’ordre p sur &, puis, en prenant des préimages successives, I’existence
de points d’ordre p”, et finalement, celle de points d’ordre m pour tout m premier a car(k).

3.2.3 Isogénies duales. Sip : £ — &' est une isogénie, le pull-back des diviseurs fournit
un morphisme de groupes * : Pic’(£") — Pic’(&), qui via la bijection d’Abel-Jacobi
fournit donc une application ¢ : & — £. Explicitement, on a

VI' e &, [p(T)] = [O] ~ " ([T"] = [O]).

Nous allons montrer que cette application ¢ est aussi une isogénie.

Pour analyser le probléme, choisissons T tel que ¢(T) = T’. La préimage de T est
{T + R,R € Ker(p)}, ou Kergp = ¢~ 1(O') est un sous-groupe de £ d’ordre deg,(p) (le
degré séparable). De plus, tous les points de € sont d’indice de ramification égal au degré
inséparable deg;(¢). On obtient donc

(T =100 = ) degi(9)(T+R] - [R])
ReKer(yp)

Puisque [T+ R] — [R] ~ [T] — [O], on en déduit, en posant m = deg(yp) :

P ([T~ [0) ~degi(v) Y ([T]~[0]) = deg()([T] — [0]) = [[m]¢T] — [O].

ReKer(p)

Le théoréeme suivant montre donc, entre autres, que I'application ¢ est une isogénie.

THEOREME. — Soit ¢ : £ — &' une isogénie de degré m. Il existe une umque zsogeme
p: & — & telle que poy = [mle. De plus, on a aussi pop = [m]e ainsi quez/;ogp pot
pour toute autre isogénie ¢ : £ — E”.

Démonstration. L’'unicité est claire, vu la surjectivité de ¢. De méme, supposant I'existence
de ¢, I'égalité popoyp = polm|e = [m]e;op montre que pop = [m]es. Supposons maintenant
Iexistence de ¢ et ¢ comme dans 1’énoncé, alors on a

(pod)o(hoy)=poldegle op=¢opoldege = [deg ple[degy]e = [deg(p o ¥)]e

d’oui 'existence de 1/1/0\90 et I’égalité @m = @O@/A). Cela nous permet de traiter séparément
les isogénies séparables et purement inséparables.

Dans le cas ot ¢ est séparable, on a ¢*(k(&')) = k() % tandis que [m]:(k(E)) C
k(E)kermle . Or Ker ¢ est d’ordre m = deg(yp), donc contenu dans Ker[m]g, et on a donc
des inclusions

k(&) D ¢ k(&) D [m]*k(E).
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On en déduit un morphisme de corps (¢*) ™' o [m]* : k(£) — k(£'), auquel correspond un
morphisme de variétés @ : & — & tel que p o p = [m]g. On a nécessairement p(0O') = O,
donc ¢ est une isogénie.

Dans le cas ol ¢ est purement inséparable, elle est de la forme £ 215 £@ avec q=17p"

(p)

(isogénie “de Frobenius”), et se décompose en & rg®) Ly g 5 £ donc il
suffit de traiter le cas ¢ = p. Mais alors le théoréme nous dit que [p|g est inséparable,
donc se factorise [ple = ¢ oAgpr/ avec 1) inséparable, et donc se factorise aussi [ple = ¢’ 0 ¢,

et il n’y a plus qu’a poser ¢, := . O

Exercice. — Soient ¢ : £ — & et ¢ : £ — £” deux isogénies. Supposons ¢ séparable
et Ker o C Kert. Alors il existe une unique isogénie \ : &' — &£’ telle que Ao p = 1.

Lorsque k = C, on voit sur les surfaces de Riemann C/A que [m]e est de degré m?.

Tl s’ensuit que deg(@) = m et ¢ = ¢, et aussi que [ | = [m]. Toutes ces propriétés sont
vraies en général et découlent du théoréme difficile suivant, qui sera prouvé en [3.4.4]

—

3.2.4 THEOREME.— Pour ¢, : & — &' deu isogénies, on a (¢ + V) = ¢ + 1.
Admettons ce théoréme pour 'instant.

—~

3.2.5 COROLLAIRE.— Pour tout m € N*, on a deg([m]e) = m? et [m] = [m]. De plus,
i) Si (m,car(k)) =1 alors Em] ~ (Z/mZ)>.
ii) Sip = car(k) alors soit E[p"] ~ Z/p"Z pour tout n, soit E[p™] = {O} pour tout n.

Démonstration. Puisque [/1\] = [1], le théoréme implique en sommant que m] = [m], d’on
'on tire que [deg(m)]e = [m]e o [m]e = [m?]e. Mais alors [deg(m) — m?)¢ = [0]¢ = 0 dans
End (&) et par conséquent deg(m) = m?.

Lorsque (m,car(k)) = 1, on a donc |E[m]| = m?. En écrivant £[m] comme produit de
groupes cycliques et en utlhsant E[m']| = (m')? pour m’]m, on obtient le i).

Si p = car(k), écrivons [plg = ¢,0 ¢, ot ¢, : E — EP est Visogénie de Frobenius. Si ¢,
est séparable, alors |E€[p]| = deg,([pls) = p et plus généralement |E[p"]| = deg,([p"]s) = p",
d’ou l'on tire par récurrence que E[p"| ~ Z/p"Z. Si ngﬁp est inséparable alors deg,([ple) =
deg([p"le) = 1 et E[p] = E[p"] = {O} pour tout n.

O

Remarque. — Si E[p| = {0}, & est dite supersinguliére. Sinon, elle est dite ordinaire.
Ezercice. — Montrer que gé = (@ pour toute isogénie.

Voici une autre conséquence, qui nous sera utile dans la preuve du théoréme de Hasse.

3.2.6 COROLLAIRE.— L’application degré deg : Hom(E,E") — N est une forme qua-
dratique définie positive.
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Démonstration. La positivité et le caractére défini sont clairs. Ce qui I'est beaucoup moins
est la bilinéarité de l'application (¢, 1) — deg(yv + 1) — deg(p) — deg(¢)). Regardons cette
expression dans End (€), a travers I'injection Z < End(€). On a :

[deg(p + )]s — [deg(¢)]e — [deg(@)ls = (p+¥)o(p+v)—pop—doy
= (@+d)elp+i) —pop—voy
= @oYtiogp.
La derniére expression est bien Z-bilinéaire en (¢, ). O

3.2.7 THEOREME. (Hasse)— Supposons k =TF,. Alors ||E(F,)| —q¢— 1] < 2,/3.

Démonstration. Comme dans le dernier exemple de on a £9 = £ et I'isogénie de
Frobenius ¢, est donc un endomorphisme de £. De plus, son action sur £ est la méme
que celle d’un générateur de Gy, donc on a E(F,) = £% = Ker(id —¢,). Puisque ¢, est
inséparable, on a ¢;w = 0 pour toute différentielle w € (2¢, et il s’ensuit que (id —¢,)*w = w,
donc id —¢, est une isogénie séparable. En particulier, | Ker(id —¢,)| = deg(id —¢,). Or, le
corollaire précédent nous dit que ¢ — deg(y) est une forme quadratique définie positive
sur End (€). Une version de I'inégalité de Cauchy-Schwartz nous dit alors que

| deg(id —g,) — deg(id) — deg(6,)| < 2y/deg(id) deg(@,).

Les égalités deg(id) = 1 et deg(¢,) = ¢ achévent la preuve. O

3.3 Différentielles invariantes et isogénies

Soit (€,0) une courbe elliptique sur k. Puisque £ est de genre 1, le k-ev Qg(&) des
différentielles partout réguliéres est de dimension 1. Soit w € Qg(€) \ {0}. Si 6 est un
automorphisme de la courbe &, alors 0*w € Q¢(€) donc il existe Ay € k> tel que §*w =
Agw. Par exemple, pour tout point P € &, il existe \p € k* tel que thw = Apw. Plus
généralement, si p : & — £ est un morphisme et w’ une différentielle réguliére sur &', il
existe \, € k tel que p*w = A w'. On a alors A, # 0 si et seulement si ¢ est non-constant
et séparable.

3.3.1 THEOREME.— Awec les notations ci-dessus :
i) Pour tout P € E, on a Ap =1 (i.e. thw=w).
i) Pour o, : &' — &, on a Mgy = Ay + Ay (ie. (0 + ) *w = *w + P*w).

La propriété i) exprime le fait que w est invariante par translations, on parle de diffé-
rentielle invariante. La propriété ii) implique que

(3.3.2) Vm € Z, on a [m]iw = mw,

d’ou lon déduit le théoréme comme annoncé, ainsi que le fait que [m]g est une
isogénie aussi en caractéristique 2 si m est impair. Pour voir que [2]¢ est non-constante en
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caractéristique 2, il suffit alors de remarquer que si P est un point d’ordre 3 (qui existe

d’apreés la fin de [3.2.2)), alors 2P # O.

Démonstration. Les deux points sont conséquences d’'une méme formule que nous expli-
quons maintenant. On dispose de trois morphismes 7y, mo, pu @ € X € — £ (premiére
et seconde projections, et addition) surjectifs. Ces morphismes induisent des morphismes
de corps @y, w5, 1" 1 k(E) — k(€ x &) ainsi que des morphismes sur les différentielles
1, T, 10 Qiey e — Qexe)/k- Le point crucial est la formule suivante :

(%) p'w=mw+ mw.

Afin de mieux comprendre ce que cela signifie, prenons un ouvert affine V' de £ et notons
k[V] son algébre de fonctions réguliéres. Par exemple, si ¢ est une uniformisante en P et
@i+ & — P! le morphisme associé, on peut prendre V = ¢; '(A!) et k[V] est alors la cloture
intégrale de k[t] dans k(&). L’image réciproque u~(V) est ouverte dans € x £ donc contient
un ouvert de la forme Vi x V5 avec V; ouvert affine de &, que 'on peut supposer contenus
dans V. L’algébre des fonctions réguliéres sur Vi x V3 est alors k[Vi x Vo] = mik[Vi]| @5 m3k[V5)
et le k[V; x Vo]-module des différentielles de Kihler de cette algébre est donné par

Qpvaxvazi = (T RVA] @ 75 Qaye) © (77 gz @5 mok([V2)) -

(Exercice : montrer que Quq g/ = (A ®; Qp/z) © (45 ®f B) comme A ®; B-modules.)
Notons encore w pour sa restriction & V;. On sait que w est une k[V;]-base de Qipvye- La
décomposition ci-dessus s’écrit donc aussi

Qi xva/i = k[V1 X Valmiw @ k[Vi x Va]miw.

En restreignant p a Vi x Vs, on obtient par pull-back une différentielle u*w € Qgv; w1z /-
Vu la décomposition ci-dessus, il existe des fonctions fi, fo € k[Vi x V3] uniques telle que

prw=fi-mw+ fomw.
Il s’agit alors de montrer que f; = fo = 1. Pour cela, nous utilisons ’observation suivante :
tp est la composée £ =8 £ x £ L €

ou cp : £ — & désigne le morphisme constant d’image {P}. Si P € V5, cela implique que
sur 'ouvert V] on a

tpw = (id,cp)*p'w = frpixpy - (id,cp)*mw + fopixqpy - (d, cp)*mow

= fivix{p W +0

Ici on a (id,cp)*m5w = 0 puisque 75 o (id, cp) est constante. Or on a vu plus haut que
tpw = Apw pour un scalaire A\p € k*. Il s’ensuit que fy |y, «(p} est constante sur V; x {P}
de valeur Ap, et aussi que P +— Ap est réguliére sur V;, puisque Ap = f1(Q, P) pour tout
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@ € Vi. En faisant varier V, V; et V5 on obtient que P — Ap est une fonction réguliére sur
&, donc constante, et en faisant P = O on voit que Ap = 1 pour tout P.

On a donc montré le i), ainsi que f; = 1. Un raisonnement symétrique montre fo = 1,
d’ou I'égalité

(k%) 1 prw=mw+mw dans Qg v,k

Bien-siir, en localisant, on en déduit la formule (x) dans Qg gy¢)/5-

Pour prouver ii), on observe maintenant que

— (p+1) est la composée & LR E x £ 5 €.

— ¢ est la composée & LR € x £ I €.

— 4 est la composée & TH £ x £ 2 £,
Grace a (xx), il s’ensuit que sur U'ouvert o1 (V}) N~1(Vy) de &', on a

(P + ) 'w=(p,9) (mw + mw) = ¢'w +¢'w,
comme annoncé dans le ii). O

Citons un corollaire intéressant, méme en caractéristique 0. On rappelle que pour ¢ un
endomorphisme de (£,0) on note A, € k le scalaire tel que p*w = A\,w.

3.3.3 COROLLAIRE.— L application End (£) — k, ¢ + A\, est un morphisme d’an-
neauz dont le noyau est formé de 0 et des isogénies inséparables. En particulier, si car(k) =
0, alors End (&) est un anneau commutatif intégre.

En caractéristique p, nous verrons que 'anneau End (£) peut étre non commutatif.

Ezxercice. — Supposons que £ est donnée par une équation de Weierstrafl. Montrer que

Qd—x est une différentielle partout réguliére, et donc invariante par translations.
y+aix+as

3.4 Accouplement de Weil

On se donne ici une courbe elliptique (€, O) et un entier m pour lequel on sait que [m]g
est de degré m?. On suppose aussi que (m,car(k)) = 1, de sorte que [m]¢ est séparable
et donc non ramifiée et |E[m]| = m?2. Nous allons définir une forme bilinéaire alternée
non-dégénérée sur le groupe de m-torsion E[m)|.

3.4.1 Construction. Partons de T' € £[m] et considérons le diviseur [m]*([T] — [O]). Si
T est n’importe quel point tel que mT” =T, on a

(1= [0)= Y (I"+R~[R)~ Y ('] -[0]) ~ m*(IT"] = [0]) ~ 0.

Re&[m) Re&m)]

Ici la premiére égalité est dans Div’(€), et les ~ désignent des égalités dans Pic’(€),
lesquelles découlent de la définition de la loi de groupe sur £. 1l existe donc une fonction gr €
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k(E)*, unique & un facteur scalaire prés, telle que div(gr) = [m]*([T] — [O]). Remarquons
maintenant que

div(gr’) = [m]"(m[T] = m|O]) et m[T] —m[O] ~ [mT] —[O] ~ 0

Ainsi, il existe f € k(E)* telle que div(gi?) = [m]*div(f) = div(f o [m]). En particulier,
g7 € k- (f o|m]) est invariante par translation sous £[m)].

Soit alors S € &£[m]| un autre point, et tg le morphisme de translation par S. On a
(tsgr)™ = tigl = g4, donc il existe une unique racine de 'unité

em(S, T) € (k) telle que thgr = e, (S, T)gr.
Notons que ce facteur ne dépend pas du choix de gr.

3.4.2 PROPOSITION.— L’application E[m| x Elm| — iy, (S,T) — en(S,T) est bili-
néaire, alternée, non-dégénérée et compatible a ’action de Galois.

La non-dégénérescence signifie ici 'injectivité de 'application £[m| — Homg(E[m], pm ),
T — e, (—,T). Pour des raisons de cardinalité, cette application est alors surjective.

Démonstration. La linéarité en la premiére variable est claire puisque

terggr = (tsots) gr = to(tegr) = te(em (S, T)gr) = en(S, T)em(S", T)gr.

Pour la linéarité en la seconde variable, le diviseur [T] + [T"] — [T+ T"] — [O] est nul dans
Pic’(£) donc de la forme div(f) pour f € k(£)*. On a alors

div(grgr gryr) = [m]"((T] + [T'] = [T + T'] = [O]) = div(f o [m]),
ce qui implique que ngT/g;iT, est invariante par translation par £[m|, d’ou I'égalité
em(S, T)em(S, T em(S, T +T')~F = 1.

Montrons maintenant que e(7,7T) = 1 (et donc que I'application bilinéaire est alternée).
Remarquons d’abord que pour tout P € £, on a

div(tpgr) = tp[m]*([T] = [O]) = [m]*,,p(IT] = [0]) = [m]*(IT = mP] — [-mP)).

Soit alors 7" € £ tel que mT" = T. On a donc dans Div(€) I'égalité

m—1
div (H t;T,gT> = [m]"
=0

. —1 . . .
qul montre que H:-io t*gr est une fonction constante. On a donc en particulier

m—1

> ([(1 = 7]~ [iT]) =0

(2

m—1

m—1 m—1 m
V=t ([ tivar) (] timgr) ™ = ([ timgr) (] tivvgr)™ = tigr - 97",
1=0 =0 =1 =0
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d'ou e(T,T) = 1.

Montrons maintenant la non-dégénérescence. Soit 1" tel que €(S,7T) = 1 pour tout S.
Alors gr est invariante par translation sous £[m/|, donc est de la forme gr = gr o [m]. On
a alors [m|*(div(gr)) = [m|*([T] — [O]) d’ou l'on tire div(gr) = [T] — [O], ce qui implique
T=0.

La compatibilité a action de Galois, a savoir e(0.S,0T) = o(e(S,T)) pour tout o € Gy,
est laissée en exercice. O

FEzercice. — Montrer que e,,(E[m] x E[m]) = pin.

Notons que notre hypothése que [m]e¢ est de degré m? implique que deg([p]e) = p* pour
tout diviseur p (cf discussion & la fin de [3.2.2)), et donc |E[m]| = deg([m]¢) = m'? pour
tout diviseur m’ de m. On en déduit que E[m| ~ (Z/mZ)?, et idem pour m/'|m.

FEzercice. — Si m = dm/, montrer e,,(S,T) = e,/ ([d]S,T) pour S € E[m] et T € E[m/].

Donnons-nous maintenant une autre courbe elliptique (&', O') telle que deg([m]g/) = m?,

ainsi qu’une isogénie ¢ : € — &',

3.4.3 PROPOSITION.— On a e,(S, p(T")) = en(p(S),T") pour tous S € € et T" € £'.

Démonstration. On a par définition de 'accouplement de Weil

em(9(8),T') =t 591 - 97+ = ¢* Eoisy 917 - 97) = te* (gr) - ©*(g17)

* —1
Cm(S,p(T") = ts9p(17) * Y1y

Par ailleurs, les définitions de g7, g7y et de I'isogénie duale donnent

div(e*gr) = " [mle ([T'] = [0]) = [m]e"([T"] = [O])
~ [mle([B(T7)] = [0]) = div(gea)).

Soit f € k(£)* une fonction telle que div(f) = o*([T"] — [0]) — ([¢(T")] — [O]). Alors il
existe A € k* tel que ¢*grv- gy = A(f o [m]e), donc la fonction ¢*gr - g ) est invariante
par translations sous £[m], et on en déduit I'égalité souhaitée. ]

3.4.4 Preuve du théoréme [3.2.4 On suppose car(k) # 2. Alors le corollaire de
nous assure que le degré de [2"]¢ est (2")? pour tout n. On dispose donc de 'accouplement,
de Weil sur chaque £[2"]. Soient alors ¢,¢ : € — &' deux isogénies comme dans le
théoréme [3.2.4] Pour tout n € N, tout 7" € £'[2"] et tout S € &[n], on a

P(T")) ™ ean(S, (1))~
), T')ean(1(8), T')
»(S

e (S P+ 0T = G(T) = U(T)) = €2 (S.(p+0)T")) €S,
(9).7')
). 1)

ean (0 +9)(9), T') en(e
) —

= e ((p +9)(S) — @(5) —
= e,(0,T) =1
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Par non-dégénérescence de ey, il s’ensuit que (m)(T’) = @(T") + ¢(T") pour tout
T" € £]2"]. Or, le sous-groupe |J, oy £[2"] est un ensemble infini, donc Zariski-dense dans
E. L'égalite (M)(T’) — @(T") 4 (T") est donc vraie pour tout 7" € &.

Pour le cas car(k) = 2, on peut procéder de la méme maniére, a condition de prouver
au préalable que [3]¢ est de degré 9, ce qui peut se faire de maniére calculatoire & partir
d’une équation de Weierstrafl (bon courage). O

3.5 Modules de Tate

On fixe ici un nombre premier ¢ tel que (¢, car(k)) = 1.

3.5.1 Rappels sur le caractére cyclotomique. Pour tout entier m premier a car(k),

'action de G, sur le groupe des racines m-émes de 1'unité p,, (k) fournit un homomorphisme
Xm : G — Aut(py,) = (Z/mZ)* = GL1(Z/mZ)

qui est continu puisqu’il se factorise par Gal(k(u.,)/k). Cette factorisation est d’ailleurs
injective et permet parfois de calculer Gal(k(u,,)/k). Un résultat classique affirme par
exemple que si k = Q, Y, induit un isomorphisme Gal(Q(p,,)/Q) — (Z/mZ)*.

Si Pon considére p,, = G,,[m] comme le groupe des points de m-torsion du groupe
multiplicatif G,, (qui est aussi une courbe algébrique), on comprend alors U'intérét d’étudier
'action de Galois sur £[m] pour une courbe elliptique, qui d’aprés le corollaire est ici
une “représentation linéaire” de Gj,

pem : Gy — Aut(E[m]) ~ GLo(Z/mZ).

Notons que I'isomorphisme ci-dessus n’a rien de canonique puisqu’il dépend du choix d’une
Z./mZ-base de E|m|, mais sa classe de conjugaison est canonique. Une difficulté dans 'étude
de pg , est que la théorie des représentations linéaires de groupes a valeurs dans un anneau
comme Z/mZ est a priori compliquée. Néanmoins, on peut produire des représentations
linéaires sur des corps de caractéristique 0 en regardant toutes les puissances d’un premier
¢ a la fois.

Pour le cas de G,,, on regarde le systéme projectif

()
Cee > flgn > flgn—1 —> e — [l

et on pose T;G,, := lim pem la limite projective de ce systéme. Un élément de T;G,, est
n

donc un systéme compatible de racines de 'unité (¢,), avec ¢, € pem et ¢& = (,_1. Alors
TiG,,, est naturellement un Z,-module libre de rang 1, et un élément ({,), en forme une
base si et seulement si (; # 1. Le groupe de Galois G}, agit continiment sur T,G,, si on
munit ce dernier de la topologie produit. Cette action est donnée par une représentation
Zy-linéaire

X - Gk — Autzg(TgGm) = Z; = GLl(Zg)
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3.5.2 Module de Tate de £. Appliquons la méme idée & £. Considérons le systéme
projectif
s E B el — - — €Y

et posons T,€ = lim E[¢"] la limite projective de ce systéme. Un élément de ;€ est donc
n

un systéme compatible de points de torsion (P, ), avec P, € E[("] et [(|¢P, = P,_1. Alors
Ty est naturellement un Zs,-module libre de rang 2, et une paire d’éléments {(P,)n, (Qn)n}
en forme une Z,-base si et seulement si { Py, @1} est une Fy-base de E[¢]. L’action du groupe
de Galois G}, sur T;G,, est donnée par une représentation Z,-linéaire continue

PE oo - Gk — Autze(ng) ~ GLQ(Z@)

En inversant ¢ (ie en tensorisant par Q;) on obtient une représentation Gy, — GL2(Qy)
sur un corps de caractéristique nulle, qui est continue pour la topologie (-adique. Cette
représentation contient beaucoup d’information arithmétique, par exemple on verra com-
ment on retrouve le nombre de points de £ lorsque k est fini, ou comment on en tire la

fonction L de £ si k = Q.
Fzercice. — Montrer que T;€ = Homy(Qy/Zy, E).

Remarque. — Le module de Tate a aussi une motivation topologique. En effet, si £k = C
et &€= C/A, on voit que T, = Z; ®z A (exercice). Or, puisque C est simplement connexe,
on a m(&E,0) = A et a fortiori H1(E,Z) = m(E,0)a, = A. Ainsi T,€ joue le role, sur un
corps quelconque, du groupe d’homologie H, (&€, Z,). En fait, ceci est plus qu’une analogie,
on peut en effet définir une “topologie” appelée “topologie étale” sur les schémas dont la
cohomologie des faisceaux fournit des analogues de ’homologie usuelle en topologie. Le
module de Tate Ty& est, de fait, le premier groupe d’homologie étale de £.

La construction du module de Tate est fonctorielle en £ en le sens suivant. Un homo-
morphisme ¢ : &€ — &' envoie E[¢("] dans £'[¢"], donc induit & la limite une application
Zy¢-linéaire Typ : T, — T,E'. La composition Typ o Typ est donc la multiplication par

deg(y).

Fzercice. — A laide du deuxiéme exercice de la section montrer que les accouple-
ments de Weil ey (—, —) fournissent une application Z,-bilinéaire alternée et non dégénérée

6(—, —) : Teg X ng — Tg@m,
et que si p : &€ — &’ est une isogénie alors les applications Z-linéaires Ty et Ty sont

adjointes 'une de I'autre.

3.5.3 THEOREME.— Awec les notations ci-dessus,

i) L’application Ze-linéaire Z; @z Hom(E,E") — Homg, (T,€, TiE") est injective. En
particulier, le groupe abélien Hom(E, ') est libre de rang au plus 4.

ii) Pour tout v € End(E), on a dans Z, les égalités

det(Typ) = deg(p) et tr(Tp) =t(p) :=1 + deg(p) — deg(id —¢).
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i) Le polynome X? —t(¢)X +deg(p) € Z|X]| annule ¢ dans l’anneau End(E). De plus,
son discriminant t(¢)* — 4 deg(ip) est négatif.

Démonstration. 1) Soit © = > o ® ¢; un élément de Z, ®z Hom(E,E’). Notons @ le
sous-groupe de Hom(&, E’) engendré par @1, - , ., et notons % son “saturé” défini par

P = (Q® @) NHom(E,&") = {v € Hom(E,E"), Im € N, p o [m]e € D}

(Rappelons que le Z-module Hom(&, £’) est sans torsion, donc s’envoie injectivement dans
Q®z Hom(E,&")). Alors &% est un groupe libre de type fini. En effet, d’aprés le corollaire
Iapplication deg définit une forme quadratique définie positive sur R ® ® telle que
degpsay ;o3 = 1, ce qui signifie que ®% est discret dans 'espace euclidien R @ ®. Prenons
donc une base ¢, - -+ , 1, de %" et écrivons 1'élément z sous la forme z = > 7, 5; ® ;.

Supposons maintenant que Y., 5;7y¢; = 0 dans Homg, (T,€, T,€"). Pour n fixé, ap-
proximons j3; par un entier b; € N tel que vy(8;—b;) > n, et posons ¢ := Y | bji); € &% Le
fait que Ty envoie T,€ dans ("T,E’ signifie que ¢ induit Papplication nulle E["] — &£'[(7],
et donc que 9 se factorise en ¢ o [("] (cf exercice du paragraphe [3.2.3). Par définition de
Pt on a ¢ € P et en Pécrivant dans la base des 1; on constate que que £"|b; et
Y =>.(07"b;);. Il s'ensuit que €"|3; dans Z,. Faisant maintenant varier n, on voit que
B; = 0 pour tout i.

ii) Choisissons une Zs,-base P,,Q, de T,£, et notons {Z la matrice de Typ dans

b
d
cette base. En notant additivement ’accouplement de Weil sur T,€ (ie en identifiant T,G,,
a Zy), on calcule.

deg(@)e(Pn Qo) = e(deg(@) - P, Qo) = S(Tg@ © EQO(P.), Qo) = 6(Tg§0(P.), TZ@ © (Qo))
= e(aP, + cQq,bP, + dQ,) = (ad — be)e(Py, Q)

Comme e(P,, Q) est nécessairement non nul dans T;G,, = Z,, on en déduit deg(p) =
ad — be = det(Typ) comme voulu. La formule pour tr(7yp) découle alors de la formule
tr(A) = 1 + det(A) — det(ly — A) valable pour toute matrice 2 x 2.

iii) D’apreés le ii), le polynome f(X) = X2 —t(p)X + det(p) est le polynome caractéris-
tique de Ty € Endg, (T;€). Le théoréme de Cayley-Hamilton implique donc que f(7;) =0
dans Endyg, (T,£), puis le point i) appliqué & £ = £ implique que f(¢) = 0 dans End (&).
Pour voir que le discriminant de f est négatif, il suffit de voir que f(z) > 0 pour tout
r € R. Par continuit¢, il suffit de le vérifier pour z = % € Q et on est donc améné a mon-
trer la positivité de r? — t(p)rs + deg(p)s®. Or, puisque f(X) = det(X — Typ), on a dans
Zy Végalite r* — t(p)rs + deg(p)s? = det(r — sTyp). Mais d’apreés le ii) de la proposition,
on a det(r — sTyp) = deg(r — sp) > 0. O

3.5.4 Fonction zéta sur un corps fini. Soit V une variété définie sur F,. Notons |V (F )|

le nombre de points de V' & valeurs dans F,». Afin de chercher les propriétés combinatoires
de ces entiers, il serait naturel de former une série génératrice du type > . [V (Fgn) [T 1.
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Néanmoins, il s’avére plus judicieux d’utiliser la variante suivante, dont la dérivée logarith-
mique redonne la série génératrice ci-dessus :

Z(V/F,,T) = exp (Z \V(Fqnﬂ%) e QT

neN*

Pour comprendre cette normalisation, il faut réarranger cette définition selon les “points
fermés” du schéma associé¢ a V' qui, dans notre langage, correspondent aux orbites de Gr,
agissant sur V = V(Fq). Notons V l'ensemble des points fermés et, pour x € )V, notons
¢z = q"* le cardinal de son corps résiduel (si on voit x comme une Gy, -orbite, n, est le

cardinal de cette orbite). Alors on a

VE = Y et done S0 VE =33 T =S log(1 - 1),

€V, nz|n neN* €Y meN* zeY

d’ou 'on tire que
1
Z(V/F,.T)=]] e

Si 'on pose “formellement” T = ¢~*, on obtient une expression

CV/IFQ(S) = H !

1—gq;*

qui est un analogue clair de la fonction zéta de Riemann. C’est un bon exercice de mon-
trer que |V (F;0)| = O(g™4 (")) (en utilisant le lemme de normalisation de Noether ou
une récurrence sur dim(V)), et on en déduit facilement que le produit ci-dessus converge
normalement pour R(s) > dim(V).

Exemple. - Z(An/Fq,T) = 1—;”T’ Z(Pn/Fq,T) = m

Avant de calculer la fonction zéta d'une courbe elliptique, voici un exercice utile.

FEzercice. — Soit R une Q-algebre et A € My(R) une matrice d x d. On a dans R[[T]]

N 1
P (Z tr(4 )7) ~det(1-T - A)

neN*

THEOREME. (Hasse) — Soit £ une courbe elliptique surIF, et a Uentier tel que |E(F,)| =
q+1—a. Alors Z(E/F,,T) est une fraction rationnelle (i.e. est dans Q(T')) et

1 —aT + qT?
(1=T)(1—qT)

Z(E[Fy, T) =

De plus, on a l'équation fonctionnelle Z(E|F,,T) = Z(E/F,,1/qT), et les racines de T? —
al + q dans C sont de module q%.
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Démonstration. Soit ¢, I’endomorphisme de Frobenius de £. On a déja vu que a = ¢+ 1 —
|E(F,)| = deg(¢g) +1—deg(1—¢,), donc d’aprés le ii) du théoréme[3.5.3)on a a = tr(Ty¢,).
De méme, puisque ¢ = ¢y, on a |E(Fgn )| = 1+ ¢" —tr(Ty¢}) pour tout n > 1. Comme le
polynome caractéristique det(T — Tyd,) est T? — aT + q, on déduit la formule donnée pour
Z(EJF,,T) a laide de lexercice précédent. L’équation fonctionnelle se vérifie facilement.
Par ailleurs, le iii) du théoréme nous dit que le discriminant de 72 — aT + q est
négatif, donc ses racines «, 5 dans C sont conjuguées (par la conjugaison complexe). Comme

aff = g, on en déduit que |a| = |5] = q:. ]

Remarque. — La fonction ¢ de &£ est donc une fonction méromorphe sur C de la forme

1 — aq—s + q1—25
(L—g*)(L—¢'*)

qui satisfait la méme équation fonctionnelle (e, (s) = (e/r, (1 — s) que la fonction xi de
Riemann (une variante de zéta). Le fait que les racines du polynéome au numérateur de
Z(EJF,,T) soient de modules ¢ se traduit par le fait que les zéros de Ce/r,(s) sont sur la
droite R(s) = %, ce qui constitue un analogue frappant de I’hypothése de Riemann.

Cerry(s) =

Congectures de Weil. — Lorsque V' est une variété projective et lisse de dimension n,
Weil avait conjecturé que la fonction zéta devait avoir la forme

Pi(T) -+ Pop_1(T)
Po(T) - Pon(T)

Z(V/IF,T) = ., avec P(T) € Z[T],

devait satisfaire I'équation fonctionnelle Z(V/F,,1/q"T) = +¢*>TXZ(V/F,,T) pour un
certain entier y, et que les racines de P;(T") dans C devaient étre de module g2 pour tout
i. Une des raisons de croire a la forme rationnelle de Z(V/F,, T') venait du fait que E(F,n)
est ensemble des points fixes du Frobenius ¢y, et donc, par analogie avec les formules
de comptage de points fixes en topologie, on pouvait s’attendre a ce que le cardinal de
E(Fn) soit donné par la trace de ¢y sur I'espace vectoriel gradué fourni par une “bonne”
théorie cohomologique. L’équation fonctionnelle était censée découler d’une dualité de type
Poincaré. La théorie cohomologique putative a été développée par Grothendieck et son
école, et appelée “cohomologie étale (-adique”. Ils ont montré la rationnalité et I’équation
fonctionnelle. La partie “hypothése de Riemann” des conjectures de Weil (I’estimation des
modules des racines) a été prouvée par Deligne en munissant la cohomologie ¢-adique d’une
“théorie des poids”, ce qui lui a valu la médaille Fields.

3.6 L’anneau des endomorphismes

Nous savons maintenant beaucoup de choses sur 'anneau End(€) des endomorphismes
d’une coube elliptique. Nous savions depuis le début qu’il n’a pas de diviseurs de 0, le
fait que [m]e est un isogénie pour tout m implique qu’il est sans torsion comme groupe
abélien, et le théoréme nous apprend qu’il est libre de rang au plus 4. La Q-algébre
End(£)®Q qu’il engendre est donc de dimension au plus 4 et sans diviseurs de zéro. Comme
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toute algébre de dimension finie et sans diviseurs de zéro, c’est donc une algebre a division
(tout élément non nul est inversible). D’aprés le corollaire on dispose aussi d’une
anti-involution ¢ — ¢ sur End (€) telle que ¢p = deg(p)id avec ¢ — deg(yp) une forme
quadratique définie positive. Cette anti-involution se prolonge par linéarité & End (£) ® Q
et fournit une forme quadratique deg qui est encore définie positive.

3.6.1 LEMME.— La R-algébre End (£) ® R est une algébre & division, et est donc iso-
morphe ¢ R, C ou H (quaternions).

Notons que cela n’a rien d’automatique. Par exemple Q[v/2] est un corps mais Q[v/2] ®
R = R[X]/(X? —2) = R x R n’est pas intégre.

Démonstration. Prolongeons I'anti-involution ¢ +— ¢ par R-linéarité a End (£) ® R. On
obtient une anti-involution de la R-algébre End (£) ® R, continue pour la topologie de
R-ev de dimension finie. En particulier on a par continuité deg(y) := @ € R, pour tout
¢ € End (£) ® R. L’application ¢ — deg(p) est quadratique, de forme polaire (p, 1)) —
%(@@gp + @) Elle est donc non dégénérée, puisqu’elle était non-dégénérée sur End (£) @ Q
et que la non dégénérescence se lit sur le méme déterminant. Puisqu’elle est positive, elle
est donc définie. Toujours par continuité et densité, 1'égalité deg(py) = deg(p) deg(v))
vraie pour ¢,% € End(€) ® Q est aussi vraie dans End (£) ® R. On en déduit donc que
o) =0=p=00u =0, ie que End(£) ® R est une R-algébre a division. ]

3.6.2 COROLLAIRE.— La Q-algébre End (£) ® Q est de l'une des formes suivantes :
— soit égale a Q,
— soit une extension quadratique imaginaire de Q,
— soit une algebre de quaternions définie de centre Q.
De plus, si k est de caractéristique 0, alors seules les deux premaéres formes sont possibles.

Démonstration. La premiére assertion découle du lemme. La seconde découle du corollaire

B.3.3 O

Remarque. — Une extension quadratique imaginaire K de Q est de la forme
K=0Q&Qa«, avec o? € Q.

Une algébre de quaternions D sur Q est une algébre a division de dimension 4 sur Q et de
centre Q. Si K est une extension de Q, alors la K-algébre D ®g K est soit une algebre a
division, soit isomorphe & My(K). Dans ce cas on dit que D est déployée sur K. Lorsque
D n’est pas déployée sur R, on dit qu’elle est définite. Dans ce cas on a D ®g R ~ H. Une
algébre de quaternions sur Q qui est définie est de la forme suivante :

D=Q®QaeQ3®Qapf, avec o’,5 € Qq et fa = —af.

Remarque. — Si End(€)®Q est une algébre de quaternions, alors k est de caractéristique
p > 0. D’apreés i) du théoréme [3.5.3, on a pour tout premier £ # p un morphisme injectif
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de Q-algébres End (£) ® Qp — Endg, (1:€ ®z, Q). Par égalité des dimensions, c’est donc
un isomorphisme. On voit donc que I'algébre des quaternions End(€) ® Q se déploie sur Q
pour tout ¢ # p. On peut montrer qu’il existe une unique (& isomorphisme prés) algébre
de quaternions D, sur Q qui soit définie et déployée sur Q; pour tout ¢ # p. De plus, D,
est non déployée sur Q,,.

Remarque. — On voit donc que End(€) est un sous-anneau D d’une Q-algébre & division
D (éventuellement commutative) qui est aussi un réseau dans le Q-ev sous-jacent. Un tel
sous anneau D est appelé un ordre de D.

3.6.3 Multiplication complexe. Supposons ici que k est de caractéristique nulle. On dit
que & a multiplication compleze si End (€) # Z.

Le cas k = C. Dans ce cas, on sait d’apreés le cours “Surfaces de Riemann” qu’on peut
uniformiser € par un bi-holomorphisme C/A — £(C). On sait aussi que les endomor-
phismes analytiques de C/A sont les homothéties respectant A, ¢’est-a-dire End,,(C/A) =
{z € C,zA C A}. Pour voir que ces endomorphismes analytiques dont algébriques, il
suffit de remarquer qu’ils induisent des endomorphismes du corps M(C/A) des fonctions
méromorphes sur C/A, et que ce corps M(C/A) = C(pa, ¢\) coincide avec le corps des
fonctions rationnelles C(£), et enfin rappeler que tout endomorphisme de C(€) provient
d’un endomorphisme de £. On a donc End (€) ~ {z € C, zA C A}.

Soit maintenant une extention quadratique imaginaire KX C C de Q. Si R est un ordre
de K, i.e. un sous-anneau libre de rang 2 sur Z, c’est aussi un réseau de C, et on a
visiblement End (C/R) = R. On voit ainsi que tout ordre quadratique R est I’anneau des
endomorphismes d’au moins une courbe elliptique sur C. Plus généralement, si A C K
est un R-module inversibleff] on a encore End (C/A) = R. Deux R-modules inversibles A
et A’ sont isomorphes si et seulement si ils sont K-homothétiques (exercice) et donc si et
seulement si C/A ~ C/A’. On peut montrer qu’on établit ainsi une bijection

{Courbes ell. sur C avec End () = R}, +— Pic(R) = { R-modules inversibles} ..

Exercice. — Notons O 'anneau des entiers de K, i.e. la cloture intégrale de Z dans K.

i) Montrer que Ok est I'unique ordre maximal de K (pour linclusion) et que tout
ordre est de la forme R = Z + nQOy avec n € N*.

ii) Montrer qu’il existe un unique D € N sans facteur carré tel que K = Q[v/—D], puis
montrer que Ok est donné par

1+v—-D

Ok =Z|V—=D], si D=1[4], Ox =17] :

|, si D =3[4].

Dans le deuxiéme cas, Z[v/—D] = Z + 20 est un ordre non maximal de Q[v/—D].

2. i.e. tel qu’il existe un autre R-module A’ C K tel que A - A’ = R.
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Remarque. — Si € est définie sur R, il faut prendre garde au fait que les endomorphismes
de &£ définis sur C ne sont pas nécessairement définis sur R. En fait, via son action sur une
différentielle invariante définie sur R (par exemple d?x si £ est donnée par une équation
de Weierstrak y* = 2® + az + b), on a un plongement End (§g) < R qui montre que
End(€/r) = Z méme si £ a multiplication complexe sur C. En d’autres termes, 'action du
générateur de Gal(C/R) sur End (£) est 'unique automorphisme non-trivial de anneau

End (€), si celui-ci contient strictement Z.

Exemple. — Soit k = Q et £ la courbe d’équation affine y?> = 23 + x. L’application
(x,y) — (—x,1y) définit un automorphisme de £ défini sur Q[i]. C’est un automorphisme
d’ordre 4, qui montre que End (£/g) = Z[i]. En utilisant le fait que Z[i] est principal, on
en déduit que £(C) ~ C/Z][i].

PROPOSITION. — Supposons que £ a multiplication complexe définie sur k. Alors l'image
de Gy dans Auty, (T,€) est abélienne pour tout premier (, et Uaction de Gy sur E[m] se
factorise par Uabélianisé Gy ap de Gy, pour tout entier m.

Démonstration. Notons R = End (&), qui est donc un ordre dans une extension quadra-
tique imaginaire K de Q. Alors T;(&) est un R ®y Z,-module fidéle (par le i) du théoréme
B.5.3), et donc Ty(£) ® Q; est un K ®g Qp-module fidele aussi. Puisque T;(€) @ Q, est
de dimension 2 sur Qy, il est libre de dimension 1 sur K ®g Q. Ainsi la représentation
Galoisienne pg s se factorise en

peee - Gy — (K ®q Q)" = GL1 (K ®g Q) — GL2(Qy),

ce qui montre que son image est abélienne. Il s’ensuit que l'action de G}, sur E[("] est
abélienne aussi, ainsi que celle sur &[m] = [, E[¢v™]. O

Remarque. — Si dans la preuve du lemme on a K = Q[v/—D] et (¢,2D) = 1, alors
ona K ®Qr = Qp x Qg si =D est un carré modulo ¢. Sinon, K ®q Q, est I'extension
quadratique non ramifiée de Q,.

Remarque. — Lorsque £ n’a pas multiplication complexe et k est une extension finie de
Q, un théoréme de Serre affirme que pg g (Gy) est d’indice fini dans GLo(Z,), et donc, en
quelque sorte aussi peu abélien que possible.

Remarque culturelle sur le “Kronecker’s Jugendtraum”. — Si K est une extension finie de
Q, notons K, son extension abélienne maximale. C’est la réunion de toutes les extensions
finies Galoisiennes de K de groupe de Galois abélien sur K. C’est aussi le sous-corps de
Q fixe par le sous-groupe des commutateurs de Gal(Q/K). C’est donc une extension Ga-
loisienne a priori infinie de groupe Gal(Q/K),p. Le théoréme de Kronecker-Weber affirme
que Q,p, est I'extension cyclotomique de QQ, c’est-a-dire I’extension engendrée par toutes les
racines de I'unité. On peut voir cela de plusieurs maniéres :

— L’action de Gal(Q/Q) sur (G, )iors se factorise fidélement par Gal(Q/Q)ap.

— Q. est engendrée par les points de torsion de (G,,.

o1



Sorbonne Université Master de Mathématiques

— Q.p est engendrée par les valeurs “spéciales” exp(2irz), z € Q de la fonction analy-
tique Z-périodique exponentielle.
Les courbes a multiplication complexe permettent de généraliser ceci a toute extension
quadratique imaginaire K. C’est plus facile lorsque Ok est principal, comme c’est le cas
par exemple pour K = Q[i]. Dans ce cas précis, soit £ la courbe elliptique sur Q de
I’exemple ci-dessus, alors on peut montrer que :
— L’action de Gal(Q/Q[i]) sur & se factorise fidélement par Gal(Q/Q[d])ap.
— Qli]ap est engendrée par les coordonnées x,y des points de torsion de £.
— QJi]ap est engendrée par les valeurs spéciales p;(2) et ©l(2), z € Q[i], des fonctions
Z[i]-périodiques analytiques de Weierstrak.
Pour plus de détails, cf les cours “Formes modulaires” et “Corps de classe”, ou [Silverman
C.11].

3.6.4 Courbes elliptiques supersinguliéres. Supposons maintenant k de caractéristique
p. Rappelons que £ est dite supersinguliére si ¢, est inséparable, ce qui équivaut & [ple =
¢, © ¢, purement inséparable, ou encore a E[p| = {0}.

LEMME. — Toute courbe elliptique supersinguliere sur k peut étre définie sur Fp. En
particulier, il n’y a qu’un nombre fini de telles courbes a isomorphisme preés.

Démonstration. Si £ est supersinguliére, alors ¢2p . £ 5 £ est inséparable, donc se

(p)
factorise en €@ s 09 Yy £ on ¢ désigne lisogénie de Frobenius de E®). Par

comparaison des degrés, on a deg(¢)) = 1, donc 1 est un isomorphisme £#°) = £. Comme
nous le verrons dans la prochaine section ..., on a j(£®) = j(£)P, donc cet isomorphisme
implique que j(&) € {\ € k, W= A} C Fp2 et finalement que & peut étre définie sur Fe.
I est clair qu’il n’y a qu’un nombre fini de cubiques planes définies sur .. O]

Nous allons voir plus loin que le nombre de courbes supersinguliéres est non nul!

PROPOSITION. — Supposons que k = F,. Alors € est supersinguliére si et seulement si
End (&) est une algébre de quaternions. Si € est ordinaire, End (€) est quadratique.

Démonstration. Montrons d’abord que si € est ordinaire alors End (£) est commutatif.
Pour cela, on regarde l'action de End (€) sur le module de Tate T, = lim &[p"]. Puisque
—n

& est ordinaire, on a T, ~ Z, donc 'action en question est donnée par un morphisme
End (£) — Endgz, (1,€) = Z,. Or ce morphisme est injectif car J, .y E[p"] est infini et
donc Zariski dense. Pour voir que End(€) est quadratique, on choisit ¢ tel que & est définie
sur I, (il suffit par exemple de prendre F, contenant tous les coefficients d’une équation
de Weierstrak de £). On dispose alors d'un endomorphisme de Frobenius ¢, de £ et nous
allons montrer qu'il n’est pas dans Z. En effet, si ¢, était dans Z alors, puisque deg(¢,) = ¢,
on devrait avoir ¢, = [p'|e avec ¢ = p*". Mais alors [p"|e serait purement inséparable et
donc [p]e aussi, ce qui contredit 'ordinarité de £.

Supposons maintenant que R := End (€) est commutatif. Alors on peut trouver un
ensemble infini £ de nombres premiers ¢ # p tel que R soit un idéal premier de R (si
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R = Z+nZ[v/—D], il suffit de prendre ¢ premier a 2n.D et tel que —D ne soit pas un carré
modulo ¢). Dans ce cas R®Z, est un anneau de valuation discréte d’uniformisante ¢, et donc
tout endomorphisme ¢ de &€ s’écrit ¢ = ¢’ o [(]% avec Ty’ inversible, i.e. (deg(¢'),f) = 1.
En particulier, pour tout endomorphisme ¢ € End (&) et tout ¢ € L, la valuation ¢(-adique
ve(¢) du degré de ¢ est paire. Choisissons alors pour chaque ¢ € £ une isogénie & — &, de
degré ¢ (par exemple, un “quotient” au sens du lemme de & par le sous-groupe engendré
par un point non nul de E[(]). Alors si £ # ¢', les courbes elliptiques &, et £y ne sont pas
isomorphes, puisque si elles ’étaient on aurait un endomorphisme ¢p o p, de £ de degré
', ce qui est impossible. Nous avons donc construit une infinité de courbes elliptiques &,
toutes isogénes a £ mais deux & deux non isomorphes. Or, si £ était supersinguliére, chaque
&y le serait aussi, puisque 1'égalité [ple, o o, = @y o [ple implique deg;[ple, = deg;[ple = p*.
Mais ceci contredirait le lemme ci-dessus, donc &€ est ordinaire. O

Tout cela ne nous dit pas encore que les courbes supersinguliéres existent. Voici un
critére utile.

LEMME. — Si k=T, & est supersinguliére si et seulement si |E(F,)| = 1[p].

Démonstration. On a dans End () Iégalité [|E(F,)|] = [deg(1 — ¢,)] = (1 — dg)(1 — @) =
1— g — dg + [deg(¢,)]. En écrivant |E(F,)| = 14¢—a, on a donc ¢, = [a] — ¢g. Si w est une
différentielle réguliére sur &, il vient quw = aw, et donc ngﬁq est inséparable si et seulement
si a est nul dans k, i.e. p|a. O

Application. — La courbe elliptique y? 4y = 23 sur Fy a 3 points rationnels O, [0 : 0 : 1]
et [0:1:1], donc est supersinguliére.

Supposons maintenant p > 2. On sait alors qu'une courbe elliptique £ sur k = I, admet
une équation de WeierstraR de la forme y* = f(x) avec f € k[X] unitaire de degré 3. On
peut compter les F,-points de £ en remarquant que pout tout € F,, on a 2 (resp. 1, resp.
0) points de €& d’abscisse = selon que f(x) est un carré non nul (resp. nul, resp. pas un
carré). Soit donc y : F; — {£1} I'unique caractére non trivial d’ordre 2 de F), que I'on
prolonge par x(0) := 0. On a (en n’oubliant pas le point a 'infini)

EF) =1+ A+x(f(@) =1+a+ Y x(f(2)).

(p—1)

LEMME. — & est supersingulicre < le coefficient de xP~! dans f(x) 2 est nul.

. . . —1)
Démonstration. En utilisant le lemme précédent et le fait que x(t) = +7% dans F,, on
. . . . . g—1)
voit que & est supersinguliére si et seulement si erFq f(z) “H— .

Pour n € N, posons e = (n,q — 1) et d = %. Alors la somme ZIEFQ " est e fois
la somme des racines d-émes de 'unité dans F,. Cette somme est donc non nulle si et
seulement si d = 1, i.e. (¢ — 1)|n, auquel cas elle vaut ¢ — 1 = —1.
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Puisque deg(f) = 3 on en déduit que erF f( ) = —c,, Ol ¢4 est le coefficient

de 77! dans f(x ) Mals en écrivant f(x ) = f(z ) (f(x)@T)pr ', on veérifie
(exercice) que cpr = Cpr— 1c , ce qui montre que ¢, = 0 si et seulement sl ¢, = O O]

()

Apres extension du corps F,, le polynome f(z) se scinde, et un changement de coor-
données permet de mettre l’équation de & sous forme de Legendre 3? = a:(x —1)(x =N

avec A € F,. En posant m = 252, un calcul montre que ¢, = (=1)™ > " (7 ) A

2

COROLLAIRE. — Une courbe elliptique de Legendre y? = z(x — 1)(z — \) est supersin-
guliere si et seulement si Hy(X) = 0 ou Hy(X) = > 0" (7 ) N

Le polynome H, étant visiblement non nul, on en déduit I'existence de courbes super-
singuliéres. On peut méme les compter, cf [Silverman, V.4.1 (c)|.

Remarque historique : a ’époque ol les mathématiciens cherchaient une bonne théo-
rie cohomologique sur les variétés sur I_Fp afin d’estimer le nombre de F,.-points, Serre a
remarqué que l'existence de courbes supersinguliéres empéchait 'existence d’une telle co-
homologie a coefficients dans Q ou méme R. En effet, le H' d’une telle théorie doit étre
de dimension 2 pour toute courbe elliptique £ (comme sur C), mais par ailleurs le H' doit
étre muni d’une action de End (£). Or I'algébre des quaternions H n’agit sur aucun R-ev
de dimension 2. Cette obstruction disparait si on remplace R par Q, avec ¢ # p, puisque,
comme on 'a vu, End (€) est déployée sur Q.

Remarque. — On vient de voir que les courbes supersinguliéres sont rares sur Fp (et
méme en nombre fini). Néanmoins, lorsqu’on part d’une courbe elliptique € sur Q et qu’on
considére sa réduction modulo p (que I'on définira proprement plus loin), un résultat de
Elkies dit qu’il existe une infinité de premiers pour lesquels la réduction est supersinguliére.
Mais la situation est trés différente selon que £ a multiplication complexe ou non. Dans le
premier cas, on peut montrer que ’ensemble des premiers ot £ a réduction supersinguliére
est de den51te =, dans le second cas, Serre a montré qu’il a densité 0.

Ezemple. — Soit € la courbe sur Q d’équation y* = 2®+ 1. Le coefficient ¢, du terme en

2Pl de (23 +1) "7 est Osip = 2[3], auquel cas la réduction de & est donc supersinguliére,

cp = (ng};?g) si p = 1[3], auquel cas la réduction de & est ordinaire.

3.7 Equations de Weierstraf

3.7.1 Discriminant et invariant j. Pour une équation de Weierstraf générale y? +
arzy + az = x° + asx? + a,x + ag on trouve dans [Silverman, II1.1] des formules pour le
discriminant A et U'invariant j (qui n’est défini que si A # 0). Des calculs fastidieux mais
élémentaires montrent que pour tout changement de coordonnées préservant la forme de
Weierstra8, c’est-a-dire de la forme 2’ = w?z +1r, y = vy + u’sx +t, ces quantités varient
de la maniére suivante : A’ = u'2A et ;' = j (d’out son nom d’invariant).

Plutot que de donner ces formules dans le cas général, on les donne pour les équations de
Weierstral simplifiées par un changement de coordonnées adéquate, selon la caractéristique
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de k. Il est alors immédiat de vérifier la variance de A et j.

i) Sicar(k) # 2,3, on peut se ramener a y* = x® + a4 + ag, de maniére unique modulo
un changement de coordonnées (x,y) — (u?z,u’y). On pose alors

4a3
A = —16(4a> +27a%) et j = 1728 ———2 .
( ay aﬁ) oJ 4aﬁ +27a%

ii) Si car(k) = 3, on peut se ramener a 'une des deux formes suivantes
(a) y? = 2 + a4x + ag, de maniére unique modulo (z,y) — (v?z + r,udy).
On pose alors A = —a} et j = 0.
(b) y* = 23 + asz? + ag, de maniére unique modulo (z,y) — (u?z, u?y).
3
On pose alors A = —ajag et j = — 2.
iii) Si car(k) = 2, on peut se ramener a 'une des deux formes suivantes
(a) ¥ + azy = 23 + a4x + ag, de maniére unique modulo (z,y) — (u?z + %, udy +
u?sz +t). On pose alors A = aj et j = 0.
(b) y* + zy = 2 + ax?® + ag, de maniére unique modulo (x,y) — (z/,y + sz’).

On pose alors A = ag et j = i

Remargue. — Dans le cas ot Péquation est de la forme y?> = f(x), on constate que
A = 16.disc(f). En particulier, si f(z) = (x — x1)(z — z2)(z — x3) on a

A= 16(%1 - 172)2(1’1 - I3)2(Z‘2 — ZL’3)2.

LEMME. — Une équation de WeierstrafS définit une courbe non singuliére (et donc une
courbe elliptique avec O = [0 : 1 : 0] comme élément neutre) si et seulement si A # 0.

Démonstration. On vérifie d’abord facilement que O n’est jamais singulier. Dans le cas ou
I’équation est de la forme y? = f(x) (i.e. en caractéristique # 2), on peut supposer f scindé
f = (x—x1)(zr — z2)(x — x3) puisque la non-singularité se teste sur la cloture algébrique de
k. Alors les seuls points singuliers possibles sont en (0, z;) et un tel point est singulier si et
seulement si z; est racine multiple de f, i.e. si et seulement si A = 0. En caractéristique
2 : exercice. O]

L’invariant j introduit plus haut est donc bien défini lorsque I'équation définit une
courbe elliptique. Comme il ne varie pas par changement de coordonnées “admissible”; le
théoréme [3.1.3| assure que si £ est une courbe elliptique sur k, Uinvariant j associ€ a toute
équation de Weierstrafy de € ne dépend que de £. En particulier, si £ est isomorphe (sur k&
ousur k) a &, on a j(&) = j(&).

Remarque. — Si k est de caractéristique p et £ est donnée par une équation de Weiers-
tral associée & aq,--- ,ag, alors £P) est, par définition, donnée par I’équation associée &
alljv U 7a§‘ Donc j(g(p)) = ](S)p
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Ezercice. — Si € est donnée par une équation de Legendre y? = x(z — 1)(x — \), alors

j(€)=2°

(A2=X+1)
(12

N

3.7.2 PROPOSITION.— Awec les notations introduites ci-dessus.
i) Pour tout j € k, il existe une courbe elliptique & sur k telle que j(E) = j.

i) Si j(€) = j(E') alors € et E' sont isomorphes sur k.

iii) Aut &k est un groupe fini. Son ordre est donné par le tableau

J(&) |car(k) | |Auté&|
£0,1728 2
1728 | £2,3| 4
0 4923 6
0 3 12
0 2 24

Démonstration. i) En caractéristique 2 ou 3, c¢’est clair vu les formules données plus haut.
En caractéristique # 2,3 et lorsque j # 0,1728, on peut prendre £ donnée par 3? =
4o — ji%g 2 jfl%g. De plus, la courbe 2 = 2% + 1 a pour invariant j = 0 et la courbe
y? = 23 + z a pour invariant j = 1728.

ii) Si k est de caractéristique # 2, 3, et £, resp. £, donnée par I'équation courte associée
a (a4, ap), resp. a (al, ag), alors on a plusieurs cas :

— si agag # 0, on doit avoir ajay # 0 et aZa;® = aZaj . 1l suffit alors de changer de
coordonnées 2’ = u’z, y' = udy avec u = (aja; )"

—si ag = 0, alors ay # 0 donc ag = 0 et le méme changement de coordonnées convient.

—siay =0, alors @), = 0 et il suffit de changer de coordonnées avec u = (agag*)"/°.

Lorsque k est de caractéristique 2 ou 3 c’est un peu plus compliqué mais tout aussi
élémentaire, voir [Silverman, appendice A].

iii) Si ¢, est un isomorphisme de £ sur une cubique de Weierstral, alors pour tout
automorphisme o de &, ¢, o0 0 est un autre isomorphisme de &£ sur la méme cubique.
D’aprés le ii) du théoréme [3.1.3] on sait que i,y 0 0 se déduit de ¢, par un changement
de coordonnées linéaire sur P2, et celui-ci doit préserver I’équation de Weierstra® fixée. I
s’agit donc de trouver les changements de coordonnées qui préservent une équation de I'une
des formes ci-dessus.

Lorsque k de caractéristique # 2,3 et £ donnée par y?> = 2° + asx? + ag, les seuls
automorphismes sont de la forme (2/,y') = (uz,uy) avec uay = a4 et ubag = ag. On en
déduit donc que Aut £ est cyclique d’ordre donné dans 1’énoncé.

Calculer 'ordre pour j = 0 en caractéristique 2 et 3 est encore élémentaire. Les groupes
obtenus ne sont pas abéliens. O

FEzercice. — Vérifier que si j(€) = j(E') # 0,1728, les courbes £ et £ sont isomorphes
sur une extension quadratique de k. En utilisant que Q*/Q*? est infini, en déduire que
pour chaque 5 € Q, il y a une infinité de courbes elliptiques sur Q d’invariant j et 2 a 2
non QQ-isomorphes .
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3.7.3 Equations de Weierstraf singuliéres. On suppose ici que A = 0. On a vu dans
la preuve du premier lemme ci-dessus qu’il y a exactement un point singulier dans A%(k).
Comme G, stabilise le lieu régulier, ce point est k-rationnel et, par un changement de
coordonnées, on peut supposer que c’est (0,0). L’équation n’est alors plus de la forme

simplifiée mais est nécessairement de la forme

y2 + a1y — axx® = 2°.
Appelons C la courbe définie par cette équation, et notons C* := C'\ {(0,0)} le lieu lisse.
Le cone tangent a C' en (0,0) est le lieu d’annulation de la forme quadratique du membre
de gauche. Soit &’ un corps de décomposition de T? + a,T — ay sur k et soient \, it les deux
racines de ce polynome dans k’. L’équation de C sur k' est donc

(y — A\z)(y — px) = 2°.

Deux cas se présentent.
—si A # palors (0,0) est un point de croisement avec deux tangentes y = \r et y = px.

De plus I'application [X : Y : Z] — §:2§ définit un isomorphisme de k’-variétés

C* =5 Gy =P\ {0, 00} = k&~

dont I'inverse est donné par t — P(t) :==[t — 1 : ut — X\ : %] Ce morphisme est défini
sur k si ’on tord I'action de Galois naturelle sur G,, en posant o -z := o (2)X(?) ot x : G}, —»
Gal(k'/k) — {£1} est le caractére associé a k' (qui est trivial si &' = k). Dans ce cas, on
obtient au niveau des k-points une bijection C*(k) — Ker N ={2z€ (K)*, 21(2) = 1}
avec 7 le générateur de Gal(k'/k).

—si A = p alors (0,0) est un point de rebroussement (un “cusp”’) et on a une seule

tangente y = Ax. Dans ce cas, k' = k et on a un isomorphisme de k-variétés

X

* AL XY ) e —
Ccr— A | }}—>Y_)\X

dont I'inverse est donné par u +— P(u) := [u: 1+ Au : u?].

Dans chacun des cas, on voit donc que C est birationnelle & P!. On remarque aussi
que la cible de I'isomorphisme est une variété-groupe (groupe multiplicatif G,, ou groupe
additif A'). Ceci n’est pas un hasard.

LEMME. — 1l existe sur C* une unique loi de groupe telle que pour tout triplet de points
P,Q,ReC*, ona P+ Q+ R =0 siet seulement si [P,Q, R] est l’intersection (comptée
avec multiplicité) de C* avec une droite. De plus, les isomorphismes de variétés décrits
ci-dessus sont des isomorphismes de groupes.

Démonstration. Remarquons qu’une droite passant par le point singulier (0,0) y coupe
C avec multiplicité > 2. Ainsi, dés lors qu'une droite intersecte C* en 2 points distincts
ou est tangente en 1 point, alors le troisiéme point donné par le théoréme de Bezout est
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encore dans C*. Ceci permet de définir une loi commutative d’élément neutre O de la
méme maniére que pour une cubique de Weierstraf non-singuliére. Montrons que cette loi
est compatible avec les isomorphismes donnés ci-dessus. Cela montrera aussi qu’elle est
associative.

Le cas A # . Les points P(t1), P(ta), P(t3) sont l'intersection de la droite aX + bY +
cZ =0 avec C' si et seulement si ty, s, t3 sont les 3 racines du polyndéme

alp — N)?t(t — 1) + b(p — A)*t(ut — ) + c(t — 1),

Notons que ¢ # 0 car la droite ne doit pas passer par le point singulier (0,0). On voit donc
que t1,to, t3 sont les trois racines d’un polynéme unitaire de degré 3 de terme constant —1.
Donc titats = 1.

Le cas A = p. De méme, P(uy), P(ug) et P(ug) sont U'intersection de la droite a X +bY +
cZ = 0 avec C'si et seulement si uy, us, u3 sont les 3 racines du polynome au+b(1+u)+cu?,
dont le terme en u? est nul. Donc uy + us + us = 0. O

3.8 Sur un corps non Archimédien

Le corps de base k est ici muni d’une valuation discréte v non triviale. On note R
’anneau de valuation discréte {z € k,v(x) > 1} et k son corps résiduel. Les cas qui nous
intéressent principalement sont k = Q, v = v, pour p premier, et k= [F,. Néanmoins, il sera
utile de considérer des extensions finies de Q et des valuations qui étendent la valuation
p-adique. Il sera aussi utile de compléter ces corps, et donc de considérer des extensions
finies de Q,.

Pour tout x € R, on note ¥ I'image de x dans k et on Iappelle “réduction” de x
(sous-entendu “modulo v”). Tout point P € P"(k) posséde des coordonnées homogénes
[z : -+ : ] telles que Min{v(z;)} = 0. Le point P € P*(k) de coordonnées [Zg : - - - : i)
est alors bien défini et ne dépend pas du choix des x;. On obtient ainsi une application de
réduction

P (k) — P"(k).

Soit C'y C P? une courbe plane définie sur k& par un polynome homogene f € k[X,Y, Z].
On peut multiplier f par un scalaire de sorte que le minimum des valuations de ses coeffi-
cients soit 0. Alors, comme ci-dessus, f € l;:[X, Y, Z] est un polyndéme homogéne de méme
degré et qui ne dépend pas du scalaire choisi. Il définit une courbe plane C]; sur l;, et
I’application de réduction ci-dessus induit

Rappelons que v peut se prolonger a la cloture algébrique k (et ce prolongement est unique
si k est complet). La valuation ainsi prolongée n’est plus discréte mais on peut toujours

définir une application de réduction qui prolonge la précédente
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Rappelons aussi que dans cette situation k est une cloture algébrique de k. De plus, si
Grp = {0 € G, Vo € k,v(o(z)) = v(z)} est le “groupe de décomposition” en v, on a
un morphisme canonique Gy, — Gz = Gal(k/k) compatible avec la réduction R — k.

De meéme, I'application de réduction Cy(k) — C7(k) est compatible avec I'action de Gy,
donnée par l'inclusion Gy, C G}, du coté gauche et la surjection Gy, — G du coté droit.

3.8.1 Réduction d’une cubique de Weierstraf. On suppose ici que f(x,y) = y?>+axy+

asy — x° — ayr® — agr — ag avec v(a;) > 0 pour tout . Notons C7 le lieu non-singulier de C'y

et, de méme, C}ﬁ le lieu non-singulier de C’f-. On sait que ces courbes lisses (non projectives
en général) sont des groupes. Notons que si P est le point singulier de C; alors P est celui
de Cf. En revanche, il y a beaucoup de points non-singuliers de C; qui se réduisent sur le
point singulier de C'. Introduisons

C}={PeCy, PeC}.

Bien-sir, si A # 0, les courbes C; et Cy sont des courbes elliptiques et on a C’]Q =C} =0y,

LEMME. — CJQ est un sous-groupe de C et application de réduction C’? — C’}i est un
homomorphisme de groupes.

Démonstration. Puisque la réduction envoie I'élément neutre O = [0 : 1 : 0] de C} sur
I’élément neutre O = [0:1: 0] de C’;;, il suffit de montrer que si L est une droite de P et
[LNCy] = [P1] + [Po] + [P3] dans Div(Cy) avec Py, Py € CY, alors il existe une droite L de
P2 telle que [L N Cj| = [P1] + [P,] + [Ps] dans Div(Cj). Dans ce cas, on a nécessairement
P; e C’J’? puisque Py, P, € C’;; et donc P; € C'jO».

Bien str, L n’est pas mystérieuse. On choisit une équation aX +bY +c¢Z = 0 de L avec
Min(v(a),v(b),v(c)) = 0 et on prend pour L la droite sur k d’équation aX + bY +¢Z = 0,
qui ne dépend pas du choix effectué. Il est alors clair que pour tout point P d’intersection
de L et Cy avec multiplicité mp, le point P est un point d’intersection de L et C’f avec
multiplicité mp > mp. L'inégalité devient stricte si deux points distincts P, Q de L N Cy
se réduisent sur le méme point P = Q). Il s’agit donc de montrer que

(x) VQ e LNC}, on amg = Z mp.

PeLNCy,P=Q

Sil’application de réduction est injective sur I'intersection LNC', c’est clair car les inégalités
mp = mp et 'égalité ZQ mg = Y_pmp = 3 impliquent mp = mp pour tout P.

Supposons 'application de réduction non injective et soient P, () distincts dans L N CY
d’image P = Q Quittes a faire un changement de variables, on suppose de plus que
P = (0,0), auquel cas P,Q sont dans la carte affine Z # 0, de coordonnées (zp,yp) et
(xg,yg). La droite affine (PQ) a pour équation

(PQ) : (yq —yp)(x —zp) + (zp — 2)(y —yp) = 0.
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Soit v := Min(v(yg — yp),v(xp — 2¢)) et 7 une uniformisante de v. Posons

zop =1 "(zq — xp) et yor =1 "(yo — Yr)-

o~

Alors la droite réduite (PQ) a pour équation

—_~—

(PQ) Zng'I—i'Qp'y:O.
Considérons maintenant le développement

of of

f@,9) = (v = wp) 5 (P) + (v = yp) 5 (P) + fe((w —2p), (v — yp))

ou fp est une somme de polynéme homogénes de degré 2 et 3. En faisant (z,v) = (g, yo),
on constate que v(fp) > v, donc en divisant par 7 et en réduisant on obtient I’égalité

of - of , -

0=Fop - L(P)+ jop - 2L(P).
ZTop 5 (P) + Yor 8y( )
Puisque les couples (Zgp, Jgr) et (3—5(15), %(15)) sont non nuls (le second par régularité en

P), on en déduit que I'équation de (PQ) est

—  Of . Of -
(PQ): () eat 5HP) -y =0,

qui est I'équation de la tangente & C'y en P. 1l sensuit en particulier que mp = 2. Ainsi,
on en déduit (x) lorsque mp = mg = 1 et le troisiéme point R de L N C ne se réduit pas
sur P.

Considérons maintenant le cas ott mp = 2 (et donc mg = 1 et il n’y a pas d’autre point

d’intersection). Si on écrit fp = 1(32) —i—fﬁ) avec f}j) homogéne de degré i, cela équivaut a ce
que I'équation de (PQ) divise f}(f). Mais alors, en réduisant, on constate que I’équation de
la tangente en P divise le terme quadratique f](f) du développement de f en P (qui n’est
autre que la réduction de fg)). Il s’ensuit que la tangente intersecte C'; avec multiplicité 3

en P, et on en déduit encore (*) dans ce cas.
Il reste a traiter le cas ou L N C} consiste en 3 points distincts P, (), R se réduisant sur
P. Reprenons 'égalité

0 0 .
0= fzq,yq) = pra—i(P) + yQPa—g];(P) + W”fl(oz) (zgpr, yor) + 7T2”f1(33) (zgpr, yor)-

On a une égalité similaire pour R
0 0
0= f(zr,yr) = IRPa_i(P) + yRPa_i(P) + W“f1(32) (xrp,yYrP) + WQijglg)(xva YrP)-
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Puisque les points P, @, R sont alignés, il existe u € R* tel que (zrp,yrp) = u(zor, Yor)-
On en déduit que

(m” — UW“_V)f@) ($QP, yQP) + (7T2V - UQWQM)f(B)(fEQR yQP) =0,

et finalement,
FP(zgp,yop) + (77 + ur) f (xop, yor) = 0,

ce qui montre que f(Q)(i’Qp,ng> = 0. Donc Péquation de (QP), qui est aussi la tangente
a Cy en P comme on I'a vu plus haut, divise @ et on a bien mp = 3. O]

3.8.2 Fquations de Weierstraff minimales. Soit € une courbe elliptique sur k. On
aimerait lui associer une courbe &£ “canonique” sur k et une application de réduction. Si on
voit &€ comme une cubique & = Cf, alors la courbe C'y dépend en général du choix de f.

DEFINITION. — On dit qu’une équation de Weierstraf$ est minimale si ses coefficients
sont entiers et son discriminant est de valuation minimale parmsi toutes les équations de
Weierstrafs a coefficients entiers qui définissent la méme courbe.

Ezercice. — ii) Montrer que si a; € R et v(A) < 12 alors I'équation est minimale.

iii) Si car(k) # 2,3, montrer qu'une équation de Weierstrafs courte est minimale si et
seulement si v(A) < 12 ou v(ay) < 4.

LEMME. — i) £ admet une équation minimale de ['une des formes simplifiées dem
selon la caractéristique de k (et pas celle de k).

i) Deuz équations minimales simplifiées de € se déduisent par un changement de coor-
données avec u € R* et r,s,t € R.

Démonstration. Exercice. On remarquera que pour pouvoir simplifier les équations de
Weierstrals entiéres, il faut en genéral que 2 ou 3 soit inversible dans R, donc dans k. [

COROLLAIRE. — La courbe € obtenue par réduction d’une équation minimale de £ ne
dépend pas de cetle équation minimale, 4 isomorphisme pres.

DEFINITION. — On dit que € a

— bonne réduction si € est non-singuliére.

— réduction multiplicative si €& a un point de croisement.

— réduction additive si € a un point de rebroussement (cusp).

Il est clair que £ a bonne réduction si et seulement si elle admet une équation de
Weierstral a coefficients dans R et avec v(A) = 0. Voici un résultat clef pour la preuve du
théoréme de Mordell.

3.8.3 THEOREME.— Supposons que £ a bonne réduction et soit m € N premier a la

caractéristique résiduelle p = car(k) de k. Alors lapplication de réduction & — £ induit
un isomorphisme E[m] — E[m).
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Démonstration. Quittes a faire une extension finie de k, on supposera que les points de
m-torsion de £ et € sont rationnels, i.e. Em] C E(k) et E[m] c E(k). Comme on sait
que |E[m]| = |€'m]| = m?, il suffira de prouver U'injectivité de I'application de réduction
E[m] — £[m]. En d’autres termes, en notant £' := Ker(€ — £) le noyau de I’application
de réduction, on veut montrer que E'(k) N E[m| = {0}. Pour cela, nous pouvons supposer
que k est complet (puisque E'(k) € EL(k)), et nous allons donner une description de £ (k).

Puisque (k) est en quelque sorte “centré” autour de O, il convient de travailler dans
la carte affine {Y # 0} avec coordonnées affines z = 5 et z = Z. Le point O est donc le

Y
point (0,0) et une équation de Weierstrak s’écrit
f(z,2) =2 — (2% — aywz + apr®z — az2”® + aq22” + ag2”) = 0.

On voit que x est une coordonnée locale de £ en O, car I'idéal de I'anneau local Op2 o =
klz, 2(z,.) engendré par x, f est égal a I'idéal engendré par z, z dans ce méme anneau, de
sorte que

Oco/(x) =Opo/(x, f) = Op2/(x, 2) = k.

On peut donc identifier le complété 6570 a k[[z]], et 1a fonction z y admet un développement

z=z(x)= chx” € k[[z]]

n>0

et on a f(z,z(z)) = 0 dans k[[z]]. Notons que, vu la forme de f(z, z), les premiers termes
sont donnés par ¢c; =co =0 et c3 = 1.

3.8.4 LEMME.— i) On a z(x) € R][z]] (i.e. ¢, € R pour tout n).
i) En évaluant z sur l'idéal mazimal mp de R, on obtient une bijection

e:mp — EYK), a— (a,z(a)).

Démonstration. Rappelons d’abord le lemme de Hensel. Soit A un anneau commutatif, /
un idéal de A et f € A[X] un polynoéme dont on se donne une “racine o modulo 7, ie
a€ Aet f(a) € I.On suppose que
— A est complet pour la topologie I-adique (engendrée par les a+ 1", a € A et n € N)
— et f'(a) € AX.
Alors il existe une unique racine 5 de f dans A telle que § — «a € I.

i) Appliquons ceci & A = R[[z]], I = (z), f = f(z,X) et @ = 0. Puisque f'(a) =1, le
lemme de Hensel nous fournit un élément 5 =3 _ b,az™ € R[[z]] tel que f(z,[(z)) = 0.
Par unicité dans le méme lemme appliqué a A" = k[[z]] etc, on doit avoir z = § dans k[[z]].

ii) Puisque R est complet pour la valuation v, la série z(a) := > _, c,a” converge dans
R et fournit un élément de mpg. L'égalité f(z, z(x)) = 0 dans R[[z]] implique f(a, z(a)) =0
dans R, donc le point P, = (a,2(a)) de A? est bien dans (k). Puisque a, f(a) € mp, on a
P, € E'(k). L’application de I’énoncé est donc bien définie, et son injectivité est évidente.
Pour voir la surjectivité, prenons (a,b) € (k). Alors b € mp est une racine du polynome
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f(a,X) € R[X] dont la dérivée en b est 1. Le lemme de Hensel avec A = R, [ = mgp,
f = f(a,X) et o = b assure que b est I'unique racine de f(a, X) dans mg. Or z(a) en est
une autre, donc b = z(a). O

Remarque. — L’argument du i) montre en fait que z(z) € Z[ay, - - , ag[[z]]-

Maintenant que nous avons une description commode de £'(k), il faut comprendre la
multiplication par m et, plus généralement, la loi de groupe sur £'(k). Rappelons que
[m] = [m]e : € — £ est un morphisme qui envoie O sur O. Il induit donc un morphisme
d’anneaux locaux [m]* : Og o — O¢ o et, par 1, un morphisme sur les complétés [m]* :
O¢0 = k[[z]] — Og.0 = k[[z]]. Ce morphisme est entiérement déterminé par 'image de
r qui est une série

[m]*(x) = ) pna™ € K{[a]].

n>0

3.8.5 LEMME.— i) On a [m]*(z) € mx + 2*R][[z]] (i.e. pn € R pour tout n et pu; = m).
ii) Notons (m) : mrp — mpg Uapplication d’évaluation a — [m]*(a). Alors

[mlgoe =co(m): mp — E'(K).

Ce lemme sera une conséquence du théoréme [3.8.6] ci-dessous. Admettons-le momen-
tanément et terminons la preuve du théoréme On veut donc prouver 'injectivité de
[m]e sur EY(k). D’aprés les deux lemmes ci-dessus, il suffit de montrer que 1’application
(m) : mp — mpg est injective. Pour cela, il suffit de trouver une série formelle M(X) €
R[[X]] inverse de [m]* au sens de la composition, ¢’est-a-dire telle que M ([m|*(x)) = x. Or
on a

[m]* € mz(1 + R|[z]]) C zR[[x]]* car m € R*

donc ¢ := [m]* est un générateur de I'idéal x R[[x]] et il s’ensuit que R|[[z]] = R|[[t]]. On peut
donc exprimer z = M(t) et M est la série formelle cherchée. [

3.8.6 Loi de groupe formelle. Selon la méme idée que ci-dessus, on s’intéresse a la
loi de groupe de & “au voisinage formel” de O. Concrétement, cette loi est donnée par un
morphisme de k-variétés £ x £ - £ qui induit sur les anneaux locaux complétés en O un
morphisme (continu)

1t O o = k[z]] — @Sx&‘,(0,0) = k[[x1, z2]]

entiérement déterminé par 'image de z, qui est une série formelle p* = p*(xq,x9) €
k[[x1, x2]] & deux variables et sans terme constant (car elle doit appartenir a 1'idéal maxi-
mal). De méme, l'inverse est donné par un morphisme i : &€ — & dont le morphisme
i* : k[[z]] — Kk[[z]] associé est déterminé par une série formelle i* = i*(x) € k[[z]] sans
terme constant. Les axiomes de groupe satisfaits par p et ¢ se traduisent ainsi :

— L’associativité de p implique p*(p*(x1, x2), x3) = p* (1, p* (2, x3)).
— La commutativité de p implique p*(z1, x2) = p* (2, 22).
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— L’axiome d’inverse implique p*(z,7*(x)) = 0.
— Le fait que O est élément neutre implique p*(z,0) = p*(0,x) = =.
Notons que la derniére égalité équivaut a

w(xy, xa) € 1 + X9 + T2k [21, 2]

et on en déduit aussi que i*(x) € —z + 2?k[[x]]. Enfin, la série [m]* correspondant a la
multiplication par m comme dans le lemme [3.8.5| est donnée par

()" (2) = p(u(- - (@, 2),2) -+ 2),7) € ma + 2?k|[]].

THEOREME. — Avec les notations ci-dessus :
i) On a p*(z1,22) € R[[z1, x2]] et i*(x) € R[[x]].

ii) L’application d’évaluation mp X mp —> mpg, (a1,a2) — p*(ai,az) est bien définie
et est une loi de groupe sur mp dont linverse est donné par mgp — mpg, a — i*(a).

i4i) L’application € : mrp — EY(k) du lemme est un morphisme de groupes.

Démonstration. i) Considérons le morphisme iop : €xE — €. Comme ci-dessus, il induit
au niveau des complétés en O un morphisme k[[x]] — k[[z1, x2]] entiérement déterminé
par 'image de x, qui est une série formelle (iou)*(x1,z2) € k[[x1, x2]] sans terme constant.
Grace aux égalités po (id,0) = id et i o o (i,4) = p, on retrouve p*(xy,z5) et i*(x) par
les formules

i(2) = (0 p)*(@,0) puis p(ay,22) = (i 0 )" (" (2), " (2)).

Il nous suffira donc de prouver que (i o u)*(z1,22) € R|[[x1, 12]].

Soit V louvert de £ x &£ formé des points (P, P») tels que Py # Py et Py, P, (i o
w) (P, Py) € EN{Y # 0}. Notons P, = (x1,21), Py = (29,22) et (iop)(P,P) = P3 =
(x3, z3) les coordonnées de ces points dans la carte affine {Y # 0}. Par définition, le point
Pj est le troisiéme point d’intersection de (P1P) et £. On a donc les égalités

22 — 21
To — T

z3 =21+ (23 — 1) et f(x3, 23) =0.

Considérons maintenant x et z comme des fonctions rationnelles sur £, i.e. des éléments de
k(E). Posons x; = w () et x3 = (i o u)*(x), et de méme z; = 7 (2) et 23 = (i o u)*(z), qui
sont des éléments de k(€ x £). Alors les égalités ci-dessus, étant valables aprés évaluation
en tout point de l'ouvert V', sont des égalités dans k(€ x &) et donc, a fortiori, dans le
corps des fractions k((z1,22)) de k[[z1,22]] = (5&57(070). Mais en tenant compte du fait

que z; = 2(z;) = D, Cay, O VOit que
DY Z fay ) = Manwa) € Blfor, 2]
Ty — T = Cp, .fL’l.CL’Z T1,T9) € Ty, T2
n>0
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Posons aussi v = v(zy, x2) 1= 2(x1) — x1A(21, x2) et considérons le polynome
FXOAX +v) = a3 X? + ap X2 + a1 X + ag € R[[x1, 22]][X].
Par construction, ses 3 racines sont x1, xs et x3, ce qui nous donne ’expression

062(561, 952)
043(96’1,952)

Or, un petit calcul montre que az = 1 + agX + as\* + ag)3, donc a3z € R[[z,xo]]* et
finalement (i o p)* = x3 € R[[z1, z2]]-

ii) Puisqu’elles sont a coefficients dans R qui est complet, les séries formelles p*(z1, z5)
et i*(x) convergent lorsqu’on les évalue sur mp X mg ou mg. Le fait qu’on obtient une loi
de groupe et son inverse découle des propriétés listées au-dessus du théoréme.

iii) Prenons deux points P, = (z1,2(z1)) et Py = (x4, 2(72)) de E! avec z1, 79 € mpg,
et notons (i o u)(Py, Py) =: Py = (x3,2(x3)) le troisiéme point d’intersection de (P P,) et
£, qui appartient encore & £'. En répétant Vargument précédent et en prenant en compte
la convergence de chacune des séries apparaissant \(z1,232), as(x1, 2) et az(zy,x2)" !, on
constate que x3 est bien donné par I'élément —xq — x5 + ozglag. On en déduit que € est un

morphisme de groupes. O

T3 = —x] — To + dans k((z1,x2)).

Remarque. — L’argument du i) montre que u* € Zay, - - - agl[[z1, z2]] et i* € Zlay, - - - ag][[2]].

3.9 Le théoréme de Mordell

Le théoréme de Mordell affirme que pour £ courbe elliptique sur un corps de nombres
K D Q, le groupe £(K) des points K-rationnels est de type fini. On peut remarquer que si
on remplace € par G,, (qui est aussi une courbe-groupe, mais qui n’est pas projective), le
résultat est faux : K * n’est pas de type fini. Néanmoins, un théoréme classique de Dirichlet
affirme que le groupe multiplicatif O est de type fini, et plus généralement, pour tout
N € N, le groupe (Ok[+])* est de type fini. Si on se rappelle que £(K) = £(Ok) (tout
point de P?(K) a un représentant a coordonnées projectives entiéres), on peut considérer le
théoréme de Mordell comme une généralisation de celui de Dirichlet. (Notons tout de méme
que le théoréme de Dirichlet est immédiat lorsque K = Q, contrairement au théoréme de
Mordell!). La premiére étape vers Mordell est de prouver :

3.9.1 THEOREME. (Mordell “faible”)— Vm € N, le groupe E(K)/[m|(E(K)) est fini.

En fait, le cas m = 2 sera suffisant pour la deuxiéme étape vers le théoréme “fort”. Mais
Iidée pour prouver le cas m = 2 est la méme pour m général et repose sur un joli analogue
de la théorie de Kummer pour les extensions Galoisiennes radicielles.

3.9.2 Théorie de Kummer sur G,,. Rappelons comment marche la théorie de Kummer
classique. Soit m un entier, et supposons que K contient f,,. On définit un accouplement

KX x Gal(K/K) = fim

(w,0) — 23
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Notons que le quotient "(T;%@ ne dépend pas du choix de la racine m-éme de x. Soit alors

L:=K(¥z,z€K)

I’extension engendrée par les racines m-émes d’éléments de K. La théorie de Kummer
montre que I'accouplement ci-dessus descend en un accouplement non dégénéré

K*J(KX)™ x Gal(L/K) —> fim.

Elle montre aussi que toute extension cyclique d’ordre divisant m est obtenue par extraction
de racine m-éme. On peut donc caractériser L comme [’extension abélienne d’exposant m
mazimale de K. Tout ceci est valable sur un corps K de caractéristique premiére a m.
Lorsque K est un corps de nombres et N un entier, notons Ly l'extension engendrée par
les racines m-émes des éléments de (’)K[%]X. L’accouplement ci-dessus se restreint alors en
un accouplement toujours non dégénéré

Ok [N /(O [N)™ x Gal(Ly/K) —> fim.

Le théoréme de Dirichlet évoqué plus haut implique que le groupe de gauche est fini. Par
non dégénérescence, on en déduit que Ly est une extension finie de K.

On veut maintenant caractériser Ly comme on I’a fait pour L. Puisque le discriminant
de X™ — x est +m™x™~ 1 on voit que Ly est non ramifiée en dehors de mN (c’est-a-dire
en dehors des places v de K au-dessus des diviseurs premiers de m/N). Réciproquement, si
une extension K ( §/x) est non ramifiée en dehors de mN alors pour toute valuation w de
K telle que w(mN) = 0 on a m|w(z). Si de plus Ok[+] est principal, on peut alors trouver
y € (K*)™ tel que w(zy™) = 0 pour toutes ces valuations, ie. tel que zy™ € O[%]*. On
a alors K( /z) = K(¥/2') et on voit que, dans ce cas, Ly est la sous-extension mazimale
de L non ramifiée en dehors de mN. Le théoréme de Minkowski sur la finitude du nombre
de classes de K assure l'existence d’un entier Mg tel que OK[ﬁ] est principal, et cette
propriété reste clairement vraie pour tout multiple de Mg. En résumé, nous avons montré
(modulo Minkowski et Dirichlet)

PROPOSITION. — Pour tout entier N, la sous-extension mazimale abélienne L', d’ez-
posant m et non-ramifiée en dehors de mN de K est de degré fini sur K.

Rappelons encore que les théorémes de Minkowski et Dirichlet sont immédiats sur Q.
3.9.3 Théorie de Kummer sur £. On suppose que les points de m-torsion sont ration-
nels, i.e. £[m| C £(K). On définit alors un accouplement

E(K)xGal(K/K) —  &[m]
(P7U) = U(Q)_Q7

otl Q € £(K) est un point tel que [m](Q) = P. On voit aisément que o(Q) — Q ne dépend
pas du choix de (). Soit maintenant £ l'extension de K engendrée par les coordonnées de
Weierstral de tous les points @ € E£(K) tels que [m](Q) € E(K). En d’autres termes, on a

L =K"ou H:= {0 € Gal(K/K), VQ € [m] " (£(K)), 0(Q) = Q).
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On prouve facilement (exercice ou cf [Silverman VIIL.1]) que Paccouplement ci-dessus des-
cend en un accouplement non dégénéré

E(K)/[m|E(K) x Gal(L/K) —s E[m).

Ainsi pour prouver le théoréme de Mordell faible dans le cas considéré (£[m] C E(K)),
il suffit de prouver que L est une extension finie de K. Notons que, toujours par non-
dégénérescence, Gal(L/K) est abélien d’exposant m, donc L est contenue dans I’extension
L du paragraphe précédent. Le point clef est maintenant I’existence d’un entier NV tel que £
est contenu dans, dont la finitude est assurée par le théoréme de Dirichlet. I'extension L'y de
la proposition précédente. D’aprés la proposition ci-dessous, on peut prendre N = Ny /g(A)
ou A est le discriminant d’une équation de Weierstraf minimale.

PROPOSITION. — Supposons K non archimédien complet de caractéristique résiduelle
premiere a m, et que & a bonne réduction. Alors L est une extension non ramifiée de K.

Démonstration. Notons k le corps résiduel de K. Les applications de réduction E(K) —
E(k) et Gal(K/K) — Gal(k/k) fournissent un diagramme commutatif

E(K) x Gal(K /K) — E(K)m] .

| |

(k) x Gal(k/k) — E(k)[m]

Mais d’aprés le théoréme la fleche de droite est un isomorphisme. Il s’ensuit que
Paccouplement du haut est trivial sur £(K) x I ou Ix = Ker(Gal(K/K) — Gal(k/k)
est le groupe d’inertie et, par conséquent, que £ est contenue dans K'%, qui est 'extension
non ramifiée maximale de K. O

3.9.4 Preuve de Mordell faible. Nous venons de le prouver sous I'hypothése que E[m] C
E(K) et en utilisant le théoréme de Dirichlet. Notons que si K = Q, le théoréme de Dirichlet
est trivial. Mais pour se débarasser de 'hypothése E[m] C £(Q) il faut de toutes maniéres
passer a une extension finie de Q.

Donc, choisissons une extension Galoisienne finie K’ de K telle que £[m] C £(K’). On
a une suite exacte courte

0 — (E(K) N [m]E(K)) /[[m]E(K) — E(K)/m]E(K) — E(K)/[m|E(K).

On sait que le groupe de droite est fini, il suffira donc de prouver que celui de gauche 'est
aussi. Soit P € E(K)N[m|E(K"). Choisissons Q € E(K') tel que P = [m](Q) et considérons
I’application

Ap: Gal(K'/K) — &[m], o o(Q) — Q.
Cette application dépend du choix de Q). Quoi qu’il en soit, si P’ est un autre point de
E(K) N [m|E(K’) tel que Ap = Apr, alors Q — Q' € E(K) donc P — P € [m]E(k). On a

donc construit une injection

(E(K) N [m]E(K)) [Im]E(K) = {Gal(K/K') — €[m]}.
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Comme ’ensemble de droite est fini, celui de gauche aussi.

3.9.5 Descente. Pour un groupe abélien A quelconque, la propriété |A/mA| < oo est
loin d’assurer que A est de type fini. Par exemple, A = R satisfait R/mR = {0}. Par
contre, on se souvient que lorsqu’on prouve que tout sous-groupe discret de R™ est de type
fini, un des points clef est la finitude du nombre d’éléments dans une boule ouverte. Ceci
peut donner une intuition de ce qui se passe dans le lemme suivant.

LEMME. — Soit A un groupe abélien, et m > 2 un entier tel que A/mA est fini. Sup-
posons qu’il existe une fonction h : A — R telle que

i) VN >0, {P € A h(P) < N} est fini.
i) 3C >0, VP € A, h(mP) > m*h(P) — C.
iii) VQ € A, 3Cg >0, VP € A, h(P + Q) < 2h(P) + Cy.
Alors A est un groupe de type fini.

Démonstration. Soit I' un ensemble de représentants des classes module mA. Pour un point
P = Py € A, on définit inductivement une suite (P, ),en par la condition

Pn,1 — mPn erl.
Notons Cr := Max{Cq,Q € I'}, on a alors

WP < —=(h(mP,) + C) < %(%(Pn_l) L Cr ).

m2

On en déduit par récurrence, puis en utilisant m > 2, que

il < —h
m2 m2 — 2 on

Il s’ensuit que A est engendré par TUTY ou IV := {Q € A, h(Q) < Cr + C}. ]

WPy < ( 2 )nh(P)er <2 (P)+%(Op+(]).

3.9.6 Preuve du théoreme de Mordell sur Q. On suppose ici K = Q. On définit la
hauteur H(P) et la hauteur logarithmique h(P) d’un point de P € P"(Q) par les formules

H(P) := Max(|zo|, -, |zn|) et h(P) = log(H(P))
ou P=xg: - :x,] avec x; € Z et pged(xg, -+ ,x,) = 1.
Pour # € Q, on pose H(z) = H([z : 1]). On a donc H(x) = Max(|r|,|s|) si # =  avec

(r,s) = 1.

Soit maintenant £ une courbe elliptique sur Q et y?> = 2® + ax + b une équation de
Weierstrasfs de £ avec a,b € Z (on peut toujours s’y ramener par un changement de
variables). On se sert de la fonction rationnelle = : £ — P! pour définir une hauteur sur

€(Q) par la formule
VP € £(Q), Hy(P) := H(x(P)) et hy(P) = log(H.(P)).

Le lemme suivant est clair :
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LEMME. — VN >0, {P € £(Q), h,(P) < N} est fini.

Pour tout P = (z,y) = (£,%) € £(Q) (les fractions sont supposées irréductibles),

e
I'égalité y?> = 2% + ax + b montre que t?> = 5%, donc en posant e = ts~!, on at = €3 et

s = €% et en particulier e € Z. L’égalité u®> = r® + ae* + be® montre la troisiéme inégalité de
(*) 7 < Ho(P), e < Hy(P)'?, u < c.H,(P)3?
LEMME. — VQ € £(Q), 3Cq > 0, VP € £(Q), h.(P + Q) < 2h.(P) + Cqg.

Démonstration. Le cas () = O étant trivial, on suppose que Q = (xg,yg) € {Z # 0}.
Lorsque P = (z,y) # Q,—Q, O, nous avons obtenu dans la preuve du corollaire la

formule )
Y—YqQ
P — o
z(P+ Q) (a: — xQ) T — g

Tenant compte de Iégalité y? = 23+ ax +b, on voit qu’il existe des entiers A, B,C, D, E, F
ne dépendant que de ) tels que

Ay+ B> +Cx+D  Aue + Br? + Cre? + De*
(P +Q) = 2 - 2 2 4 :
2?4+ FErx+ F r? 4+ Ere? + Fe
Grace a (%), on en déduit que
H,(P+ Q) < Max(|A| + |B| + |C| + |D|, 1 + |E| + |F|) - H.(P)?,

d’ou I'existence de Cy en prenant les log, et en incorporant le nombre fini de cas délaissés
au début P = 0,Q, —Q. O]

LEMME. — 3C > 0, VP € £(Q), h([]2](P)) = 4h(P) — C.

Démonstration. On peut supposer 2P # O puisque I’ensemble des points de 2-torsion est
fini. On a alors yp # 0 et 'équation de la tangente en P est

3% + a et k—y 3z + axp
=yp — —L

=Xx+k avec \=
Y 2yp 2yp

Par construction de la loi de groupe, xop, xp, xp sont les racines du polynéme cubique
23— Az +k)*+ax + b, donc on a

rh — 2ax% — 8brp + a?
4(x% +axp +b)

Top = >\2 — 23313 =
Un point important est que les polyndémes
g X)=X3+aX +b et f(X)=X*"—2aX —8X +a*=g'(X)*—-8Xg(X)

sont premiers entre eux puisque g n’a pas de racine multiple. On peut donc leur appliquer
le lemme suivant, qui achéve la preuve du théoréme de Mordell sur Q. O
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LEMME. — Soient f, g € Z[X] premzers entre euz, et d le max de leurs degrés. Alors la
fonction x € Q — h([f(x) : g(x)]) — d.h(x) est bornée.

Démonstration. Notons z =~ avec (r, s) = 1, de sorte que s f(z) et sg(x) sont entiers. On
veut majorer leur pged, afin de minorer H([f(z) : g(x)]. Choisissons pour cela u,v € Q[X]
tels que uf + vg = 1, notons e le max de leurs degrés, et notons N le plus petit entier
positif tel que Nu, Nv € Z[X]. Alors on a

(Nsu(x)) - (s f(a)) + (Nsv()) - (s'g(x)) = Ns®

On en déduit que pged(s?f(x), s%g(z))|Ns?te. Par ailleurs, on a sif(x) = Z?:o a;s?irt,
donc le pged de s?f(x) et de s divise le terme dominant @ = agey(s) de f. On a donc

pged(s?f (z), sg(x))| Na*.
Il s’ensuit que

= Max(If (@)l lg(a)]) > H<x>dM]3>;§|hJ;${>(i|;ﬁf?)|>.

H([f(x) - g(x)]) =

Or la fonction = — %}W tend vers une limite non nulle lorsque |z| — oo et ne

s’annule pas puisque f et g n’ont pas de zero commun. Donc cette fonction est minorée. On
en déduit que la fonction de I’énoncé et minorée, ce qui suffit pour la preuve de Mordell.
L’autre inégalité (majoration) est laissée au lecteur (et est plus facile). O

Il est temps de conclure : les trois lemmes ci-dessus et le lemme de descente précédent
montrent que le théoréme de Mordell “faible” implique le “fort”, au moins sur Q. Nous avons
montré Mordell faible a ’aide du théoréme de Dirichlet sur un corps de nombres. Signalons
que si £[2] € £(Q), nous n’avons besoin de ce théoréme que sur Q, ou il est facile.
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