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Soit k un corps. On rappelle qu'un corps de fonctions (d’une variable) sur k est une ex-
tension de corps k C K pour laquelle il existe « € K transcendante sur k, telle que k(z) C K
soit une extension (algébrique) finie.

Soit K un corps de fonctions sur k.

Exercice 1 (Propriétés des corps de fonctions). On note & la cloture algébrique de k dans
K.

(1) Montrer que k est une extension finie de k.
(2) Soit y € K\ k. Montrer que I'extension k(y) C K est finie.

(3) Si l'on supppose de plus p = car(k) > 0, montrer que K/k(y) est séparable si, et
seulement si, y n’est pas une puissance pieme.

On appelle point P de K une valuation vp : K — Z qui est surjective. Pour P un point de
K, on désignera par Op := {z € K | vp(z) > 0} 'anneau des fonctions réguliéres en P. C’est
un anneau de valuation discréte d’idéal maximal mp = { € K | vp(z) > 0}. On notera par
deg P Ventier dimy (Op/mp).

(4) Montrer que degP est fini.

Solution: (1) Soit k£ C ¢ une extension finie, l1,...,lgy une base. Alors le morphisme
de k[z]-modules @7:1 klx] — ([z] qui envoie un d-uplet (fi(x),..., fa(x)) vers fi(x)l; +
..+ fa(z)ly est injective (on regarde les coefficients des polynémes!). On en déduit que
I'application @gzl k(x) — £(z) de k(z)-espaces vectoriels est elle aussi injective (en virant
les dénominateurs) et donc que d < [K : k(z)]; autrement dit [¢ : k] < [K : k(x)]. Soit
¢ une extension telle que le degré [¢ : k] soit maximal : alors ¢ = k, car si * € k on a
[0(x) k] =T[(x): [¢: k] <[€: K] soit [¢(x):¢] =1puis x € L. Ainsi [x: (] < [K: k(x)].

(2) Par définition des corps de fonctions, y est algébrique sur k(x) : il existe un polynome
9(X,Y) € Ek[X,Y] tel que g(z,y) = 0. Comme y est transcendant sur k, g(X,Y) ¢ k[Y].
Ainsi, k(y) C k(x,y) est finie. On a la tour d’extensions

k(y) C k(z,y) C K

La seconde extension est aussi finie car k(z) C k(z,y) C K Dest.

(3) Si 'extension K/k(y) est inséparable, alors il y a une sous-extension k(y) C L C K telle
que L € K est purement inséparable! de hauteur & > 1, et k(y) C L séparable. Puisque
KP' L, c’est en fait une égalité (comparer les degrés). Ainsi k(y) C KP. Réciproquement,
siy = aP, alors k(y) C k(z) C K; la premiere extension étant purement inséparable, K/k(y)
est inséparable.

(4) Soit y € m uniformisante. Comme y n’est pas algébrique sur k (voir e.g. Exercice
3.(1)), [K : E(y)] est fini. On prétend alors que [6/m : k] < [K : k(y)]. Pour le voir, soit
Uty ooy € O tels que (@y,...,U,) forme une base de 6/m sur k. Alors (uq,...,un)
est linéairement indépendante sur k(y); en effet, étant donnée une relation non triviale
fiy)ur + ...+ fi(y)um, = 0, on peut supposer f;(y) polynomial et non tous divisibles par
y. En réduisant modulo m, on trouve une relation non triviale ce qui est une contradiction.
Ainsim = [0/m : k] < [K: k(y)].

Exercice 2 (Le corps de fonctions k(x)). Montrer qu’a un polynéme irréductible unitaire
de k[z] est associé un unique point de k(z), et que presque tous les point de ce dernier sauf
un peuvent se décrire ainsi.

Solution: Soit 7(x) € k[x] un polynoéme irréductible unitaire. On lui associe une valuation
vr : k(z) = Z qui a chaque élément sous la forme p(x)/q(x) lui associe v, (p(x)) — vr(q(x)).
Comme v, (7) = 1, cette valuation est surjective. Si, pour 7 (x) et 7'(x) deux irréductibles
distincts on a v, = v, alors il existe une relation de Bezout am + br’ = 1 dans k[z], et si v
désigne la valuation correspondante a P, on aurait

0=v(1) =v(ar + br’) > min{v(r),v(7’)} >0
ce qui est absurde. On notera que la valuation v,, = —deg n’est pas atteinte de cette

maniere.

1. Une extension de corps L/K est dite puremenent inséparable de hauteur h si " € L pour tout =
dans L, et que h est minimal pour cette propriété.
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Réciproquement, soit P un point de k(x) et soit v : k(x) — Z la valuation discréte sous-
jacente. Il y a deux options : soit v(k[z]) > 0, soit il existe f(z) € k[z] avec v(f(x)) < 0.
Dans la premiére situation, il existe p(z) € k[z] tel que v(p(x)) > 0 (autrement, v serait
constante égale a zéro sur k(z) et donc pas discrete). Comme on le voit en décomposant
p(z) en produit d’irréductibles, il existe un polynoéme irréductible m(x) (divisant p(z)) tel
que v(m(x)) > 0.

Dans la seconde situation, en écrivant f(x) = agr® + ... 4+ ag avec a; € k, on trouve
0 > v(f(x)) > min{v(z?)|d > 0} soit v(x) < 0 puis v(x~1) > 0. De manitre similaire, on
trouve v = V.

e Le groupe des diviseurs de K est le groupe libre engendré par les points de K. On
le note Divk. Un élément type de Divk a la forme

D= a(P)P
P

ol la somme porte sur les points P de K avec a(P) = 0 sauf pour un ensemble fini
de points.

o Le degré de D est 'entier deg P := > a(P) deg(P).
e On dit que D est effectif si a(P) > 0 pour tout point P de K.

Exercice 3. Soit a € K*. On considere I'expression (a) := >, ordp(a)P ou ordp(a) =
vp(a) avec vp la valuation associée au point P.

(1) Montrer que a € k™ si, et seulement si, ordp(a) = 0 pour tout point de K. En
déduire que si a € k%, alors (a) est un diviseur.

(2) On suppose que a ¢ k*. Montrer que la cléture intégrale de k[a] dans K est un an-
neau de Dedekind. En déduire qu’il n’y a qu’un nombre fini de P tels que ordp(a) > 0
et que le diviseur effectif

(a)g := Z ordp(a)P

P: ordp(a)>0
a pour degré [K : k(a)].
(3) En déduire que (a) est un diviseur de degré zéro.

Solution: (1) Soit a € k* et P est un point de K de valuation v pour lequel v(a) # 0.
Comme a est algébrique sur k, on trouve une relation du type a? = cq_1a® ' + ... + ¢
a coefficients dans k ou l'on peut supposer ¢y # 0. La somme de droite & des termes de
valuations disctinctes, donc en prenant les valuations on trouve dv(a) = min{0, (d—1)v(a)};
comme v(a) # 0, aucune de ces deux options n’est possible. Ainsi v(a) = 0. La réciproque
découle de ce qui suit.

(2) Sia e K*\ k™, alors U'extension k(a) C K est finie. Soit R la cloture intégrale de kfal
dans K ; on sait que R est Dedekind, et en particulier on a une décomposition

Ra=PPs P, ¢ >0

en idéaux maximaux distincts de R. Si I'on note P; le point correspondant & vy, la va-
luation associée a 9B;, alors on prétend que l'ensemble {Pq,...,P,} est exactement l'en-
semble des points de K tels que ordp(a) > 0. En effet, la localisation de 1’égalité ci-dessus
donne ordp,(a) = e;; réciproquement, si P est un point de K tel que ordp(a) > 0, alors
{z € Klvp(z) > 0} N R définit un idéal maximal de R contenant a. Comme {1,...,P,}
correspond a I’ensemble des idéaux maximaux de R contenant a, cela conclut.

Le théoreme des reste Chinois donne

g
A/aA = o,/
i=1

puis, en prenant les dimensions (et en appliquant les mémes arguments qu’en théorie algébrique
des nombres), on trouve [K : k(a)] = >°7_; ordp, (a) deg(P;). Ainsi, (a)+ est un diviseur de
degré [K : k(a)].

(3) On pose (a)- 1= > p. ordp(a)<o Ordp(a)P de sorte que (a) = (a)+ — (a)-. En appliquant

1

le méme raisonnement, cette fois-ci avec a™*, on obtient que (a)_ est un diviseur de degré

[K:k(a™!)] = [K: k(a)] et donc que (a) est un diviseur de degré zéro.
e On appelle un diviseur principal 8'il est de la forme (a) pour un certain a € K*. Le
sous-groupe de Divk qu’ils forment est noté Pring.
e On appelle groupe de classe et I'on note ? Clk le groupe quotient Divy /Pring.

e En particulier, deg : Divk — Z se factorise par Clk, et on note Cl% son noyau.

Exercice 4. Démontrer que Cly ;) est isomorphe & Z.

2. Si K = k(C) pour C une courbe lisse sur k, on note également ce groupe Pic(C).
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Solution: On cherche a montrer que I’application deg est un isomorphisme. Pour la
surjectivité, il suffit de montrer qu’il existe un diviseur de degré 1 : n’importe quel diviseur
de la forme P ot P = P, avec 7(x) un polynome de degré fait I'affaire. Pour U'injectivité,
il reste & montrer qu'un diviseur de degré zéro est principal : soit donc D = >, a(P)P un
diviseur de degré zéro. On considere 1’élément

f(x):= H (z)(Er)
7 unit. irr.
ot le produit est pris sur les polyndmes irréductibles unitaires de k[x]. Comme on a 1’égalité
(r) = Pr — (deg )P+, dans Divk (les notations suivent la bijection de I’'Exercice (2)), on

trouve
(f) = E a(Pr)Pr — < E a(Pr) deg ﬂ) -Poo.
7 unit. irr. T unit. irr.
) o Vo s —_ . o —_— O 0 1 =Y \ —
Comme degD = 0, on trouve a(Py) = —> . . a(Pr)degm, ce qui montre que D =

(f).

Soit L/K une extension finie de corps de fonctions sur k. Si 8 est un point de L, alors
vyp|k définit une valuation sur K qui, cependant, peut ne pas étre surjective. A la place,
son image est un idéal de Z et donc de la forme eZ pour un unique entier positif e. Soit
P le point de K donné par e~! - vy|k : on dit que P est le point de K au-dessous de P
(resp. P est au-dessus de P) et on pose e = e(P|P) qu'on appelle indice de ramification.
Le degré d’inertie, noté f(B|P), est I'entier [Ogp/my : Op /mp] (Op/my est bien un espace
vectoriel sur Op/mp). En suivant la méthode de I’Exercice (3), on montrerait qu’il n’y a
qu’un nombre fini de points de L au-dessus de P, et

[L:K] = f(BIP)e(PIP).
BIP

En particulier, on peut définir deux morphismes de groupes :

¢« : Div, — Divk, P+—P, ¢":Divk — Divy, Pr— > e(PP)P

BIP
Exercice 5. Montrer les propriétés suivantes :
(1) Pour D € Divk, deg(¢*D) = [L : K](deg D).

(2) Pour D € Divy,, deg(¢.D) = degD.
(3) Pour f € K*, ¢*((f)) = (
(4) )
(5)

) = (f); en déduire que ¢* induit un morphisme Clg — Clr,.
4) Pour f € K*, ¢.((f)) = (f

5) La composition ¢, o ¢* : Divik — Divy, coincide & la multiplication par [L : K].

); en déduire que ¢, induit un morphisme Cl;, — Clk.



