FEUILLE DE TD 5

Exercice 1. Soient a et b des entiers > 1 premiers entre eux.
Le but de cet exercice est de démontrer la formule
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(a) Rappeler pourquoi le résultat est vrai pour a = b = 1.
(b) Montrer que le c6té gauche de 'égalité a démontrer est égal a
. 1
peS
ou S est I’ensemble des nombres premiers p divisant un des termes a, a+b, a+20, . .., a+nb.

(¢) Supposons p =k mod b et soit k le seul entier 1 < k < b tel que kk = a mod b. Montrer
que p € S si et seulement si pk < a + bn.

(d) Conclure en utilisant le théoréme de la progression arithmétique sous la forme

X
0(X; k) = Z logp ~x 100 W
pX v

p=k mod b
Exercice 2. Soit (pn)n>1 la suite des nombres premiers. Pour tout entier k > 1, posons
I, = inf{n | p, > €}, I =inf{n|p, > "1/2},
et considérons les sommes

Sk = Z To,1/21({logpn}), Sk-1/2 = Z 10,1/21({logpn}),

n<lj n<lp_1/2
ott Tj9,1/2] désigne la fonction indicatrice de I'intervalle [0,1/2] et {-} la partie fractionnaire.
(a) Démontrer 'égalité Sy = Sj_1 /2.
(b) Déduire du théoreme des nombres premiers que la limite

. I
lim
k—+oc0 Ik,l/g

existe et trouver sa valeur.
(c) Supposons que la suite {logp, }rn>1 soit équirépartie modulo 1. Montrer que
Sk . Sgpeipe 1

lim — = lim = —.
k—too Iy k—=doo Ip_q/o 2

(d) Aboutir & une contradiction montrant que la suite ({logp,})n>1 n'est pas équirépartie.

Exercice 3. Rappelons la notation e(z) = z/|z| pour un nombre complexe non nul. Pour tout
entier m € Z multiple de 4, posons
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ou ./ désigne I'ensemble de classes d’équivalences de Z[i] modulo multiplication par les unités
et N: Z[i] — Z I'application norme, définie par N(a+bi) = a?+b%. Soit 2 C .4 le sous-ensemble
des éléments irréductibles.

(a) Démontrer 1’égalité

1
H 1 —e(m)N(mw)—s

TeELQ

1 1 1 1
- 1— (_1)7}7,/42—3 p:;gl;[(,d . 1— p—23 p:ll;[Od . 1— eim9pp—s 1— efimapp—s’

ot 0, € (0, 2) est le seul angle tel que a + bi = /pe’’» si p = a® + b? avec a > b > 0.

(b) Démontrer que le produit eulérien

1
H 1 —e(m)N(m)=*

Te2
converge absolument pour Re(s) > 1.
(¢) En utilisant que Z[i] est factoriel, démontrer I’égalité
1
Lo(s)= [ ———
m() H 1 —e(m)N(m)~—s

TeE2
pour Re(s) > 1.



