FEUILLE DE TD 4

Le but de cette feuille d’exercices est de démontrer 'irrationalité de
oo

@)=

n=1

suivant une méthode due & Beukers (1979).

Exercice 1 (Un critére d’irrationalité). Soit a € R un nombre réel. Supposons données, pour
chaque n > 1, des combinaisons linéaires

L,=a, +b,a with a,,b, € Q
satisfaisant aux propriétés suivantes :
(a) il existe un nombre réel C € (0, 1) tel que 0 < |L,,| < C™ pour tout n assez grand ;

(b) sir, désigne le dénominateur commun de a,, et b,, alors il existe un nombre réel D > 0
tel que r, < D™ pour tout n assez grand;

(¢) on peut choisir C et D ci-dessus satisfaisant & CD < 1.
Démontrer que le nombre « est irrationnel.
Exercice 2. Soient 7, s > 0 des nombres entiers. Pour z,y € (0,1), on considere la fonction

log(zy) . o
fr,s = - 1 'y,
— Yy

1 1
I(Ta 8) = A -/0 fr,s(xay) dr dy.

(1) Pour k > 0 et € > 0, calculer I'intégrale

1
/ (log z)z"*dz.

ainsi que l'intégrale

(2) En déduire I’égalité
1 Ty = ———
/o (log )z x CEYEyE
(3) Montrer ’égalité
s+k

o0 1 s+k

(logy)y Yot
I _— - d
(r,s) kz_()/o(r+k+1 el A

puis en déduire 1’égalité

o0

1 1
I(T"S)kz_;)<(r+k+1)(s+k+1)2Jr (r+k+1)2(s+k+1)>'

(4) Montrer que, pour r = s, on a

T

I(r,r) =2 <C(3) - klg> .
k=1

1
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(5) Montrer que, pour r > s, on a

1 & 1
I = .
(7”73) T‘—SZ(S+]€)2
k=1
(6) Soit d, = ppem(1,2,...,7). Pour r > s, soient a et b des entiers premiers entre eux tels

que I(r, s) = %. Montrer que b divise d2.

Exercice 3. Soit n > 1 un entier. Soit ¢, (x) = 2™(1 — x)". On pose

P (o) = all(2),

N n o ORIy P3N
oit ¢ )(x) désigne la dérivée n-ieme.

(1) Montrer que P, (z) est un polynéme de degré n a coefficients entiers. On écrit

Pn(2)Py(y) = Z aijxiyj

1<ij<n

avec a;; € Z. Montrer que, pour tout ¢ =1,...,n, on a a; = 0 et a,, > 0.

/ / ﬁ)g,x n(2)Py(y)dz dy.

(2) Montrer 1'égalité suivante :

i>]

On considere l'intégrale

(3) Soit d,, = ppem(1,2,...,n). Conclure qu’il existe des entiers A,,, B,, avec B,, > 1 tels que

A, +B,
J(n) = +d73<(3)

(4) Montrer que pour tous z,y € (0,1) on a

1 1
_log(zy) :/ 1 .
1—ay o 1—(1—=ay)z

(5) Soit 0 < k <n— 1 un entier. Montrer que ¢\ (z) est divisible par z(l—x).

(6) En intégrant par parties & plusieurs reprises, montrer 1’égalité

/ / / - iJ—Z 11—_x§;n§;+(1) dr dy dz.

Exercice 4. Soit D = (0,1)3. Pour (u,v,w) € D, soit

o, v, w) = (u,v, W)

(1) Montrer que ¢ définit une bijection de D dans D.

(2) Calculer det(gfj, gf7 g—;’;)

(3) En faisant le changement de variables (z,vy, z) = ¢(u, v, w), montrer que

o= [ [0
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(4) De maniére similaire, montrer que

/ / / e (1(1;;)));1;1(11 =" dv du

Exercice 5. Soit D = (0,1)3. On considére la fonction g: D — R définie par
u(l —u)v(l —v)w(l —w)
1—(1—w)w '

(1) Pour tous u,v,w € (0,1), montrer I'inégalité

1—(1—w)w = 2vV1 — wyuwvw.

g(u7v7w) =

(2) Déduire I'inégalité

g, v,0) < V(L - u)Va(l - o)l - w).
(3) Trouver le maxima des fonctions ¢ +— (1 — t2) et ¢t — t(1 —t) pour ¢ € [0, 1].
(4) Déduire que, pour tout u,v,w € (0,1), on a g(u,v,w) < ﬁ

(5) En appliquant l'exercice précédent, montrer que, pour tout n > 1, on a

2
0<J 3).
<I(n) < 5240)
En particulier, pour tout n > 1, il existe des entiers A,,,B,, avec B,, > 1 tels que
d3
0<|A,+Br(3)| < 27712((3),

ou d, = ppem(1,2,...,n).

(6) Conclure que ((3) est irrationnel.



