FEUILLE DE TD 2

Exercice 1. Soient V et W des R-espaces vectoriels et f: V* — W une application n-linéaire.
Soient A € K et z,y € V.

(1) Exprimer f(Ax,...,Az) en termes de f(x,...,x).

(2) Pour n = 2,3 développer respectivement f(x +y,x +y) et f(z +y,z +y,x +y).

(3) On suppose f symétrique. Que deviennent les formules précédentes ?

(4) On suppose f symétrique mais n quelconque. Donner une formule pour f(z+y,...,z+y).
Exercice 2. On considére I'application w: R* x R* — R définie par

w(z,y) = T1y2 — T2y1 + T3Ys — T4y3

oux=(x1,...,24) €t y=(y1,...,Ya)-

(1) Montrer que w est une application bilinéaire antisymétrique.

(2) En déduire que si 2,y € R* sont liés alors w(x,y) = 0.

(3) La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 3. On considére application f: R* x R* — R? définie par

1 Y| |T1 Y| |T1 Y1
x,y) = .
f(@.y) (562 yo| |T3 ys||Ta y4)
otz = (x1,...,24) €t y = (y1,...,y4). Montrer les affirmations suivantes :

1) L’application f est bilinéaire antisymétrique.

2) Siz,y € R* sont liés alors f(x,y) = 0.

3) Sixz; #0et f(x,y) =0 alors y = Az pour un certain A € R.

4) Existe-t-il 7,y € R?* non liés tels que f(z,y) =07
)

5

P

Trouver une application bilinéaire antisymétrique g = (g1,...,9,): R* x R* — R" avec
n = 3 telle que f = (g1, 92,93) et g(x,y) = 0 si et seulement si x,y sont liés.

Exercice 4. Soit A = (a; ;)i j=1,..,s une matrice carrée de taille 8 & coefficients dans un corps K.
Dans la formule de det(A) déterminer le signe correspondant aux termes suivants :

(1) a1,8a27a3,104,6a5 306,407,208 5 ;

(2) a1,8a2,103,304,605506,707,408,2 ;

(3) a1,3a2,6a3,404,505 106,807,708 2 ;

(4) a1,602,503,404,105 206,307,708 8.

Exercice 5. On considére la permutation sur 8 élements suivante :

(1 23 45 6 7 8
97=\6 7 2 1 3 4 8 5/

Soit A = (a;;) € Mg(Q) avec a;; =1si j = 0(i) et a;; = 5 sinon. Montrer que det(A) — 1 est un
multiple de 25. (Indication. Utiliser la formule explicite de det(A) et remarquer que si 7 € Sg~{o}
alors o et 7 différent en deux valeurs.)
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Exercice 6. Soient K un corps et n > 1 un entier. Pour aq, ..., a, € K on considére le détermi-
nant dit de Vandermonde
1 1 1
ag ai Gp
a? a? a?
V(ag,...,a,) =det | %0 @1 n
ag af ay

Le but de 'exercice est de montrer la formule suivante :

(Q?) V(CLO,...,CL”) = H (aj —ai).

0<i<j<n

(1) Montrer que V(ao,...,a,) = 0si a; = a; pour certains ¢ # j.

(2) Vérifier le résultat pour n = 1, 2.

(3) Montrer la formule
(&) V(ag,...,an) :V(ah...,an)H(ai—ao).

i=1
(4) Conclure par récurrence.
(5) Soit K[X]<, l'espace vectoriel des polynémes de degré < n. Si ao,...,a, sont deux a

deux distincts, montrer que I’application linéaire suivante est un isomorphisme :
KX]<n — K", f e (f(ao), - flan)).

(6) Déduire qu’étant donnés by, . .., b, € K il existe un unique polynéome f de degré < n tel

que f(a;) = b;.
Exercice 7. Le but de cet exercice est de donner une preuve différente de ().

(1) Montrer que f(X) := V(X,aq,...,a,) € K[X] est un polynome de degré < n.

(2) Déterminer les racines de f.

(3) Calculer le coefficient dominant de f.

(4) Conclure.

Exercice 8. Pour un entier n > 1 soit

-1 2 0 0

-1 -1 2 :
Av=10 -1 . . o |eM(Q

: .. .. .. 2

0 -~ 0 -1 -1

la matrice dont les coefficients diagonaux et ceux juste en-dessous valent —1, ceux juste au-dessus
de la diagonale valent 2, et tous les autres sont nuls. On pose D,, = det(A,,).

(1) Calculer Dy et Da.

(2) Montrer que D,, = bD,,_1 + ¢D,,_2, pour des entiers b, ¢ € Z que I'on déterminera.

(3) Soit V l'espace vectoriel formé par les suites u = (u;);en telles que w10 = bu;rq + cu;
pour tout ¢ € N. Montrer que V est un espace vectoriel de dimension 2.

(4) Déterminer les A, u € Q distincts tels que u = (A\");en et v = (u);en appartiennent a V.
2
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(5) Montrer que u et v forment une base de V.

(6) Donner une formule pour D,, pour tout n > 1.

Exercice 9. Soient a € K* et

Me=1|4 a 0 a

a 0
a “ .. a a

o 2

Calculer le polynome caractéristique de A et en déduire la valeur de det(A) en fonction de a.

Exercice 10. Soit t € R. On considére la matrice
t—2 -1 -1 0
. 4 5 5 t+6
A= 4 4 6—t 8 € M4(R)
0 t—2 0 0

(1) Calculer det A;.
(2) Déterminer les nombres réels ¢ pour lesquels la matrice A; n’est pas inversible.

(3) Déterminer le noyau de A; pour tout ¢ € R.



